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lieber die stationären Strömungen der Elektricitftt 

in Cylindem. 

(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 



JLn meiner Arbeit ,,Ufber die Besselschen Functionen und ihre An- 
wendung auf die Theorie der elektrischen Ströme^^*) habe ich gezeigt, wie 
das Problem der stationären Strömung der Elektricität in einem leitenden 
Cylinder mit Hülfe der Besselschen Functionen gelöst werden kann. Der 
dort fflr die Spannung im Innern des Cylinders gegebene Ausdruck leidet 
aber an dem Uebelstande, dass er für die Punkte der Cylinderoberfläche 
selbst schlecht convergirt und zu Rechnungen nicht zu brauchen ist. Es wäre 
jener Ausdruck nur auf solche Beobachtungen anwendbar, welche auf den 
ebenen Grundflächen oder im Innern des Cylinders nicht zu nahe an der 
Oberfläche angestellt sind. Beobachtungen der letzteren Art dürften aber mit 
erheblichen Schwierigkeiten verbunden sein, während die ersteren wegen 
der Aehnlichkeit des Falles mit dem der kreisförmigen Platte geringeren An- 
spruch auf Neuheit erheben könnten als Beobachtungen auf dem Cylinder- 
mantel, wobei die Länge des Cylinders im Vergleich zum Durchmesser gross 
genommen werden könnte. Es dürfte daher von Interesse sein, einen Aus- 
druck für die Spannung zu suchen, der für Punkte der Cylinderfiäche selbst 
brauchbare Formeln liefert. 

Wenn die Elektricität in einzelnen punktförmig gedachten Elektroden 
bei irgend einem körperlichen Leiter aus- und eintritt, so wird man, ab- 
gesehen von den wenigen Fällen, in denen sich die Integrale durch ge- 
schlossene Ausdrücke aufstellen lassen, da es sich um die Darstellung un- 
stetiger Functionen handelt, bei jeder Methode in irgend einer Fläche, welche 
die Elektroden enthält, auf gute Convergenz oder auf Convergenz überhaupt 
verzichten müssen; aber es kann diese Fläche auf sehr verschiedene Art 
angenommen werden, und man wird als Fläche der Divergenz am zweck- 
mässigsten eine solche wählen, welche der Beobachtung möglichst unzugäng- 
lich ist. Dieser Forderung genügen aber nicht immer die Ausdrücke, auf 



*) Dieses Journal Bd. 75. 

Joarnal fSr Mathematik Bd. LXXVI. Heft 1. 
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welche die gebräuchlichen Methoden zunächst fflhren, und es erwächst also 
die Aufgabe, diese Ausdrücke in zweckentsprechender Weise zu transformiren. 

Ein schönes Beispiel einer solchen Transformation ist Riemanns Be- 
handlung des Problems der iVo6i7ischen Ringe. Im Folgenden soll von diesem 
Gesichtspunkt der Ausdruck ffir die Spannung in einem begrenzten Cylinder 
transformirt werden, wenn die Elektricität in zwei an der Oberfläche zur 
Mittelebene symmetrisch gelegenen punktförmigen Elektroden aus- und eintritt. 

Bei dem a. a. 0. von mir für diesen Fall gegebenen Ausdruck ist die 
Fläche der schlechten Convergenz die Cylinderfläche selbst. Statt dessen 
soll jetzt in den beiden die Elektroden enthaltenden Querschnitten des Cylinders 
auf Convergenz verzichtet werden. Es ergiebt sich dann eine schon in 
massiger Entfernung von diesen Querschnitten auch auf der Cylinderfläche gut 
convergirende Entwickelung. 

Dieselbe Methode soll dann angewandt werden auf einige Fälle com- 
plicirterer Natur, in welchen der Cylinder aus zwei concentrischen Theilen 
von verschiedener Beschaffenheit besteht, und wo an der Trennungsfläche ein 
Uebergangswiderstand oder eine der Stromdichte proportionale Polarisation 
wirkt, in der Weise wie sie in der oben erwähnten Abhandlung für Platten 
behandelt ist. 

Zur Untersuchung dieser Fälle wurde ich veranlasst durch den von 
meinem CoUegen Herrn Hermann gemachten Versuch*), durch die Annahme 
einer solchen Polarisation das von Matteucci beobachtete Phänomen der Aus- 
breitung des elektrischen Stroms an einem mit einer feuchten Hülle umgebenen 
Draht**) zu erklären. Die mathematische Theorie rechtfertigt vollkommen 
diese Erklärungsweise. 

§. 1. 
Es soll die stationäre Strömung in einem Cylinder vom Radius 1 und 
der Höhe 2ß bestimmt werden unter der Voraussetzung, dass zwei Elektroden 
auf derselben Erzeugenden der Cylinderfläche in der Entfernung ±a von 
der Mittelebene liegen. Die Spannung u ist dann bestimmt durch die 
Gleichungen : 



*) Pßgerf^ Archiv fllr Physiologie Bd. V. 

**) Comptes rendus de Tacadömie des sciences ä Paris, LVI. p. 760, LXV. 
p. 151, lä4. 
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f-t^ d'v , i du , i d'u . a*» _ n 
^^•^ dr* r r dr"^ r* dtp' "'"ä?" ~ "' 

(2.) -^ = fQrr = l, 
(3.) -1^ = 0. ftJra = ±/?, 

g 

(4.) u+ 2 k ©ödlich und stetig für (> = 0, 

wenn die z-^Axe mit der Cylinderaxe zusammenfällt, r, q> Polarcoordinaten 
in der Mittelebene bedeuten, S die Stromstärke, Ar das Leitun^vermögen des 
Cylinders, q den Abstand eines veränderlichen Punktes von der einen oder 
der anderen Elektrode (je nachdem in (4.) das obere oder das untere 
Zeichen steht). 

In der oben citirten Abhandlung wurde gezeigt, dass diesen Bedin- 
gungen durch folgende Function genagt werden kann: 

sm ^ — ^-7^ — sm ^ "^ ... f V ' / 



^■(^=^) 



/R^ ' 2S -^ , x-S" 2/? • 2/? ^^ 2/? 



y,/ (2itt+l)«» N ' 



worin 



2ii-l 



—1 
fy = 1, €i = €2 = '•• = 2. 

Die Reihen, welche in dem Ausdruck (5.) die Coefficienten von cos (n(p) bilden, 
sind so beschaffen, dass ihre einzelnen Glieder der Grenzbedingung (3.) ge- 
nügen, worauf die gute Convergenz in den Endflächen beruht. Diese sollen 
nun durch andere Reihen ersetzt werden, deren einzelne Glieder der Grenz- 
bedingung (2.) genfigen, und gleichzeitig zur Darstellung particulärer Integrale 
der Differentialgleichung (1.) geeignet sind. Solche Functionen sind aber 
J^(^), wenn J^ die Besselsche Function 1»*®' Ordnung *) und & eine Wurzel 
der transcendenten Gleichung Jl{&) = ist. Die Aufgabe ist also jetzt die, 
die Coefficienten A^^ als Functionen von z so zu bestimmen, dass sie der 
Bedingung genügen: 



*) Ich ziehe hier vor, dem gewöhnlichen Gebrauch entgegen, den Index unten 
anzufügen, um die Differentialquotienten bequemer in Lagranges Weise bezeichnen 
zu können. 

1 * 
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m fs 



"'" 2)?— ""— 2>"- ^ 



'\ 2ß ) '" 



WO auf der rechten Seite für 0^*^ die der Grösse nach geordneten positiven 
Wurzeln der Gleichung 

(7.; jj») = 

zu setzen sind, einer Gleichong, die bekanntlich nur reelle Wurzeln hat. Nun 
genügt die Function J. den Gleichungen: 

~-^— = -r(*'-=r)y.W, 

/ ' = -r(y.-^V.(*V). 

Mnltiplicirt man die erste derselben mit JJ^&'r]dry die zweite mit Jn{^r)dr, 
zieht beide von einander ab und integrirt zwischen den Grenzen und 1, 
so folgt unter der Voraussetzung, dass & eine Wurzel von (7.) ist: 

u 

Ist also auch S^ eine von & verschiedene Wurzel von (7.), so folgt: 

(10.) /'j.{»\:^r)J.{9\:'r)rdr = 0, • ^ Ar. 

Lfisst man in (9.) 9' in ^ übergehen und sucht rechts den Grenzwerth auf, 
00 ergiebt sich mit Benutzung der Differentialgleichung (8.): 

(11.) /\M&\:')yrdr = 4(l-^)(y.(^0))«, 

woraus boilAufig folgt, dnss die kleinste positive Wurzel von (7.) grösser ab 

n sein muss. 

Setzt num endlich 

00 kiinn in (9.) die Function J,i»'r) ersetzt werden durch V'- C^^*^'- "0 > 
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j:(^') durch -iy^niP^^^jp^), und die Gleichung (9.) geht über in: 
(12.) y /.(*i'r)v.(, 2^ jrrfr ^ ^^____^. 

Mnltiplicirt man nun also die Gleichung (6.) mit J„{&^J^r)rdr und integrirt 
zwischen den Grenzen und 1, so folgt mit Benutzung von (10.), (11.) 
und (12.) 



. C2m + l)n« . (2m4-l)ns 



(13.) ^-i(l-^>.(^i'>) = $£, ^J% (2.+ 1)% -' 
Nur fär n = kommt die Wurzel &fj'^ = in Betracht, und diese liefert: 

. (2»i+l)«a . (2m + l)«s 

(«••) ^" = 7.-?. |»^+.>Y • 

V 2/?" / 

Die in (IS.)? (13^0 vorkommenden Summen lassen sich nun nach bekannten 
Sätzen ausführen, und man erhält: 

. (2m + 1)^« . (2m-ri nz 



"^•> ^ur. , A2»rt + 1)«^^ 



(14.) {_ ß (e^"^C«-/g) +e-^^^^(«-/g))(e^i^'«-e-^^"') . 

„ am ^ irTT- — Bin ^ ■' 



(14'.) S,_ M^^j^j^i^ = |. (, < a) 



Damit ist die Function u vollkommen bestimmt, und es ergiebt sich aus (5.), 
(6.), (13.), (13».): 
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Fttr ^i*^ sind sftmmtliche positiven Wurzeln der Gleichung (7.)) Null ausge- 
schlossen, zu setzen. 

Der letztere Ausdruck gilt nur für positive Werthe von «^ für ne- 
gative z ist der Werth von u gleich und entgegengesetzt dem für entspre- 
chende positive Werthe. Die vorstehenden Ausdrücke vereinfachen sich noch, 
wenn man ß unendlich gross annimmt. 

Man bemerkt, dass für die Punkte der Cylinderoberflfiche selbst, also 
fOr r = 1 die Functionen J« ganz aus den Ausdrücken für u verschwinden, 
und abgesehen von den ein für alle Mal zu suchenden Wurzeln & können 
die Werthe von u für die Oberfläche ganz mit Hülfe der Logarithmentafel 
berechnet werden. Zur Ermittelung der Wurzeln & kann man sich mit 
Nutzen der von Herrn Hansen berechneten Tafeln für die Functionen /u und 
/i bedienen*). 

Zur Beurtheilung der Convergenz der Reihen mögen die Zahlenwerthe 
der &y so weit sie kleiner als 6 sind, angeführt werden: 

dS» = 3,8317, 

»^'> = 1,8412, ^{*> = 5,3314, 

^r = 3,0542, ■ 

&f^ = 4,2012, 

^r = 5,3175. 

Die kleinste und mithin wichtigste der Wurzeln ist also &^i^\ 

Die in (15.) vorkommenden Reihen convergiren immer mit Ausnahme 
des Falles ss = a. Entfernt man sich von den die Elektroden enthaltenden 



*) Abgedruckt in der Schrift des Herrn Lommel „Studien über die fiet^ebchen 
Functionen.^ 
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Qaerschnitten , so Vfichst die Convergenz sehr rasch, und wenn die Ent- 
femimg von diesen Ebenen mehrmals dem Cylinderradius gleich ist, so wird 
man sich in den meisten Fällen schon mit zwei Gliedern der Reihe be- 
gnügen können. Man erhfilt unter dieser Voraussetzung fflr die Punkte der 
Cylinderoberflfiche : 

oder für den unbegrenzten Cylinder, also ß = oo: 

•* ^^ lS"r + ^r=T^ (e^' -e * )cos9PJ («<«), 

** = l?jrr+^wirr^ (e * -e > )cosyj (ä>o). 

$. 2. 
In der folgenden Untersuchung handelt es sich um die Strömung der 
Elektricität aus einem Körper in einen anderen mit verschiedenem Leilungs- 
vermögen. Ich schicke daher einige Betrachtungen voraus Ober die Strömung 
aus einem Leiter in einen anderen mit sehr viel grösserem Leitungsvermögen. 
Wir denken uns aus unendlich benachbarten Strömungslinien einen Canal ge- 
bildet, der aus dem einen Leiter in den anderen hinüberführt. Durch jeden 
Querschnitt eines solchen Strömungscanais muss in der Zeiteinheit dieselbe 
Elektricitatsmenge fliessen. Es seien nun ky k' die Leitungsfähigkeiten, u^ u' 
die Spannungen, q^ (f zwei beliebige Querschnitte desselben Strömungscanais 
in beiden Leitern; endlich bedeute d« die Differentiation in der Richtung des 
stärksten Abfalls der Spannung, welche mit der des Strömungscanais zu- 
sammenfällt. Es muss alsdann sein: 



du 



' & 9 du 



d» K ff di 

Ist daher -r^ sehr klein, so wird -^ gegen -^ zu vernachlässigen sein, falls 

nicht ^ sehr gross ist. Wenn also nicht in Folge der Gestalt des guten 

Leiters eine ausserordentliche Zusammenziehnng der Strömungscanäle noth- 
wendig wird, so darf die Spannung in dem vorwiegend guten Leiter als con- 
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stant angesehen werden. Ein Fall, in dem dies nicht immer gestattet sein 
wird, tritt z. B. ein, wenn ein dünner Draht sich in einer ausgedehnten 
Flüssigkeitsmasse befindet. 

Um für den ersten Fall ein Beispiel zu geben, nehmen wir an, ein 
metallischer Cylinder sei umgeben von einer concentrischen Schicht einer 
schlecht leitenden Flüssigkeit. Die Elektricität trete in einem Punkt in die 
flüssige Schicht ein und werde durch den metallischen Kern abgeleitet. Um 
Weitläufigkeiten zu vermeiden, werde der Cylinder beiderseits unbegrenzt 
angenommen, obwohl der Berücksichtigung einer Begrenzung nicht die ge- 
ringsten Schwierigkeiten entgegenstehen. Es sei dann femer angenommen, 
dass an der Grenze zwischen dem metallischen Kern und der Umhüllung ein 
Uebergangswiderstand auftrete, wie ich ihn in der oben citirten Abhandlung 
betrachtet habe, und der, wie dort gezeigt wurde, gleichbedeutend ist mit 
einer Polarisation, wenn die elektromotorische Kraft der Polarisation als mit 
der Stromdichte proportional angesehen werden kann. 

Es sei der Radius des äusseren Cylinders wieder gleich 1 gesetzt, 
der des metallischen Kerns gleich r^. Die Elektricität möge vorläufig nach 
irgend einem gegebenen Gesetz in der Ebene js = in den äusseren Cylinder 
eintreten. Es ist dann gleichgültig, ob wir den Cylinder beiderseits unbe- 
grenzt, oder bei ;5 = durch einen Nichtleiter begrenzt annehmen. 

Wir haben nun die Spannung u als Function der . Veränderlichen 
r, Ä, 9 zwischen den Grenzen ri<Cr<Zi^ ä>0, —n<i(p<^n aus fol- 
genden Bedingungen zu bestimmen: 

^*"^ dr" +Töi^'*" r' dtp' '^ ö«* ■" "' 
(2.) -1^ = für r=l, 

(3.) 11-^ = u für r = 0, 

^" ' - ^ = 0, 

wenn die Spannung im metallischen Kern gleich gesetzt wird. Die Function 
4^y die von r und (p abhängt, ist durch die Art des Eintritts der Elektricität 



(4.) 


r = * für 

öz 


(5.) 


« = für 



*) h ist eine von der Natur der trennenden Schicht abhängige Constante, die ich 
in der oben citirten Abhandlung erklärt habe. 
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in den Querschnitt z = bestimmt; es soll nachträglich Ober ^ eine specielle 
Annahme gemacht werden, welche damit äbereinkommt, dass die Elektricität 
nur in einem Punkte einströmt. Der Einfachheit halber möge noch voraus- 
gesetzt sein, dass ^ eine gerade Function von cp ist; dann wird dasselbe 
von u gelten, und wegen der Periodicitdt von u kann man setzen: 

(6.) u = ^ZZ An^sfn {», r) e-^' cos («<p), 

worin n alle positiven ganzzahligen Werthe*zu durchlaufen hat^ während über 
& die VerfOgung noch offen bleibt. Die A^^^ sind constante Coefficienten, und 
für die Functionen f ergeben sich aus (l.)? (S.)? (3.) die Bedingungen: 

(8.) ^ = für r = l, 

Die Gleichung (7.) kann mittelst der Bessekchen Functionen integrirt werden. 
Als Besselsche Functionen definiren wir hier: 



•^-(^) = 1.3..1-1 yco3(a.|)(l-r)""rf, 



2 ^e 

^9 



(10-) ^-(-) = 1.3.'1-1 ^ l/«nf-^)(l-n ^ rfl 



— 1 

2n— 1 

t 



U 

2ii-l 





Die Functionen Jn(^) und iK^(x) können auch betrachtet werden als der 
reelle und imaginäre Bestandtheil des Grenzwerths von 

wenn sich x von einem complexen Werth mit positiv imaginärem Theil einem 
reellen positiven Werth nähert. Daraus ergeben sich leicht folgende Eigen«- 
Schäften dieser Functionen: 
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Lim/^(a:) = 



LimKn{x) = 



2.4... 2» ' 
— 2.2.4. ..2n 



w>0 



(11.) { ^a )Lima; = 0. 

Lim/ü(ic) = 1 — 4", 

2 

LimÄü(a?) = — loga?. 



Lim/r.(.) = y'^sin(.-^«+i>L). 
(13.) J,{x)K{x)-K,{x)J:{x) = ^ 



na; 

Mit Hülfe dieser Functionen kann nun das Integral der Gleichung (7.), 
welches gleichzeitig der Bedingung (8.) genagt, in der Form aufgestellt werden: 

(14.) /;(^,r) = U&)K^{r9)^K:{&)J^{ra),^ 
und zur Bestimmung von i^ erhält man aus (9.) die transcendente Gleichung: 

(15 ) Ä^ = J:(^)y»Cr.^)^g:c^)J»Cr,^) 

j'n(jy)K(r,^:i-K^i»:)j'n{r,ff)' 

Die Coefficienten A^^^ endlich werden aus der Grenzbedingung (4.) bestimmt, 
welche ergiebt: 



ll=X 



*= 22&A,,,f^{&,r)cos{iup), 



11=0 & 



(16.) 2&A„»f^{9,r) = ^/''<Pcos{n(p)d(p. 



Es handelt sich also um die Darstellung einer willkürlichen Function 
von r durch eine Reihe, die nach den Functionen /»(5^,r) fortschreitet, wenn 
für ^ die Wurzeln der Gleichung (15.) gesetzt werden. Aus den Be- 
dingungen (7.), (8.), (9.) ergiebt sich in gleicher Weise wie in §. 1 : 

(17.) f'f,{&,r)U&',r)rdr = 0, 

vorausgesetzt dass &^ &' zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (15.) sind, 
und durch einen Grenzübergang ähnlich wie oben: 
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/'(f.i»,r)frdr 

Sonach folgt, die Möglichkeit einer Entwicklung von der Form (16.) voraus- 
gesetzt : 

/ / ^fn(,^fr)coB(nq>)rdrdq> 

(19.) A.,^ == '- U r. 



Nehmen wir an, die Elektricität trete in einer äusserst kleinen Fläche &, 

die sich an der Stelle r = /^ (p = befindet, mit der Stromstärke S ein, so 

hat man ^ fiberall gleich zu setzen, mit Ausnahme der Fläche d, in welcher 

g 
^ = -Ty ist, wena k die Leitungsfähigkeit bezeichnet, und es ergiebt sich, 

wenn man S unendlich klein werden lasst: 



J Kn(i^,r)yrdr 



Unter dieser Voraussetzung wird der Ausdruck ffir u zwar divergent für 
j5 = 0, bleibt aber convergent für positive Werlhe von z. 

Die Art der Stromausbreitung hängt nun wesentlich von der Natur 
der Wurzeln der Gleichung (15.) ab. Man erkennt leicht, dass dieselbe für 
jedes n eine unendliche Reihe nur reeller positiver Wurzeln besitzt, die man 
sich der Grösse nach geordnet zu denken hat. Ffir nicht zu kleine Werthe 
von z wird von all diesen Wurzeln nur die kleinste in Betracht kommen. 
Um nun aber die relative Grösse dieser Wurzeln Aufschluss zu erhalten, 
setzen wir zur Abkürzung: 

und untersuchen das Verhalten von tp als Function von ^. Zunächst sieht 
man leicht ein, dass diese Function keine Maxima oder Minima haben kann. 
Denn wären solche vorhanden, so würden für gewisse Werthe von h zwei 
Wurzeln der Gleichung (15.) einander gleich werden, was der Gleichung (17.) 
widerspricht. Es liegen also die Wurzeln der Gleichung (15.) zwischen je 

2» 
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zwei solchen Werlhen von &^ für welche %iO') unendlich und Null wird. 
Sucht man nun die Grenzwerthe der Functionen xp für verschwindend kleine 
Werthe von &, so ergiebt sich: 

woraus hervorgeht, dass V'o för verschwindend kleine Werthe von S^ positiv 
unendlich wird, während die übrigen tff„ sich von der negativen Seite her der 
Grenze Null nähern. Daraus folgt nun weiter, dass mit unendlich wachsen- 
dem h die kleinste Wurzel der Gleichung (15.J für den Fall « = sich der 
Grenze Null nähert, während alle andern Wurzeln Aber gewissen endlichen, 
von h unabhängigen Grenzen bleiben. 

Es wird also, wenigstens wenn h eine gewisse Grenze überschritten 
hat, die kleinste Wurzel der Gleichung (15.) dem Falle ^ = entsprechen. 

Für den Fall A = reducirt sich die Gleichung (15.) auf 

^^'•^ J«(r,^) - /C^) * 

Eine der obigen analoge Untersuchung der Grenzwerthe in (21.) für ver- 
schwindend kleine Werthe von r^ und & führt zu dem Schluss, dass für den 
Fall ra = die kleinste Wurzel von (21.) beliebig klein sein kann, wenn ri 
klein genug ist, während alle anderen Wurzeln über gewissen endlichen, von 
Ti unabhängigen Grenzen bleiben. Daraus folgt, dass die kleinste Wurzel 
von (15.)? wenn ri unter einer gewissen Grenze liegt, für jedes positive oder 
verschwindende h^ oder, wenn h über einer gewissen Grenze liegt, für jedes 
ri dem Falle « = entspricht*). 

Ist also unter diesen Voraussetzungen z gross genug, so dass man 
sich in der Entwickelung (6.) mit dem ersten Gliede begnügen kann, so wird 
von da an die Elektricität rings um den Kern merklich gleichartig in denselben 
einströmen, weil die von q) abhängigen Glieder vernachlässigt werden dürfen. 



*) Lässt man in (21.) r^ sich der Grenze 1 nähern, so werden sämmtliche Wurzeln 

unendlich gross und für alle n dieselben, nämlich ^ .^ ^^ , wenn v eine beliebige 

ganze Zahl bedeutet. Dieser Umstand macht es mir sehr wahrscheinlich, dass die 
kleinste Wurzel der Gleichung (15.) für jedes r, < 1 und jedes positive oder ver- 
schwindende h dem Falle n = entspricht; jedoch bin ich bis jetzt nicht im Stande, 
einen strengen Beweis hiervon zu geben. 
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Sind die Umstände derart gewählt, dass sich auf dem cylindrischen 
Kern durch Abscheidnng einer Substanz die Erscheinung der Nobilischen 
Farben zeigt, so werden demnach die Farbenringe in einiger Entfernung von 
der Elektrode gürtelförmig um den Kern verlaufen und die Dicke der abge- 
schiedenen Schicht wird einer Exponentialfunction e~^^ proportional abnehmen. 

Dieses Resultat ist auch für den Fall A = richtig, welcher dem von 
Riemann behandelten Problem entspricht; mit wachsendem A nimmt die Grösse 
& ab, was eine grössere Ausbreitung des Stromes zur Folge hat. 

Um von dem Verhalten für grosse Werlhe von h eine genauere An- 
schauung zu geben, soll jetzt die Elektricitätsmenge bestimmt werden, welche 
in der Zeiteinheit durch einen beliebigen Querschnitt der Hülle fliesst. Ist 
der Kern auf der entgegengesetzten Seife der Elektrode abgeleitet, so ist 
diese Grösse gleich und entgegengesetzt der an der betreifenden Stelle im 
Kern stattfindenden Stromstärke. 

Für diese Grösse ergiebt sich nun: 

a = -^kff^^Tdrdif. 

Bei der Integration bleiben nur die Glieder übrig, welche von tp unabhängig 
sind, und von diesen wird man, bei nicht zu kleinen Werthen von js, nur 
das erste zu berücksichtigen haben. Es ergiebt sich demnach aus (6.), 
(18.), (20.): 



o = 



M^-^^^0+i+»-*')! 



Man kann hieraus mittelst der Gleichung (9.) h eliminiren und erkennt als- 
dann, dass c für ein gegebenes ^ um so grösser ist, je kleiner & ^ also je 
grösser h ist. Es wird sich also der Strom um so weiter über den Kern 
hin ausbreiten, je grösser h ist, und zwar exislirt für die Grösse dieser Aus- 
breitung gar keine Grenze; denn wächst h ins Unendliche, so nimmt S^ bis 
Null ab, und der obige Ausdruck nähert sich für jedes ^ der Grenze 

Es wird also dann der ganze gegebene Strom sich durch die Hülle ver- 
breiten und erst in unendlicher Entfernung durch den Kern sich abgleichen. 
Die Sache verhalt sich dann so, als sei der Kern durch einen absoluten 
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Nichtleiter von der Hülle getrennt. Im Allgemeinen wird die Stromstärke 
mit wachsendem s abnehmen, einer Exponentialfunction e"^' proportional. 

Die hier vorausgesetzte Anordnung ist eine Modification des zuerst 
von Matteucci angestellten Versuchs. Ich verdanke der Güte meines Collegen 
Herrn Hermann eine Reihe von Beobachtungen, die sich auf den hier be- 
trachteten Fall beziehen. In einer ungefähr ^ Meter langen Rinne oder 
Glasröhre war ein Platindraht ausgespannt und mit einer Lösung von Zink- 
vitriol umgeben. Der Strom wurde dicht am einen Ende der Rinne in die 
Flüssigkeit eingeleitet und am selben Ende durch den Platindraht zum andern 
Pol der Kette zurückgeführt. Bei starken Strömen liess sich die Ausbreitung 
über die ganze Länge des Drahtes durch die Abscheidung von Gas oder Zink 
(je nach der Stromrichtung) mit dem Auge verfolgen. Wurden zwei Punkte 
der Flüssigkeit mittelst unpolarisirbarer Elektroden durch die Windungen einer 
empfindlichen Bussole mit einander verbunden, so zeigte dieselbe bei sehr 
schwachen Strömen noch merkliche Ausschläge, selbst wenn die beiden durch 
die Bussole verbundenen Punkte sehr nahe am Ende des Platindrahts gewählt 
waren. Die Ausschläge nahmen übrigens in Folge der Schwächung des 
Stromes durch die Polarisation nach der Schliessung sehr rasch ab. In quan- 
titativer Hinsicht zeigten sich grosse Unregelmässigkeiten, so dass der Ver- 
such, die Richtigkeit des theoretischen Resultats numerisch zu prüfen, bis jetzt 
erfolglos geblieben ist. 



§. 3. 

Wir behandeln schliesslich noch einen etwas allgemeineren Fall: ein 
unbegrenzter Cylinder bestehe wieder aus zwei concentrischen Theilen von 
verschiedener Beschaffenheit, jedoch sei nicht die Annahme gemacht, dass das 
Leitungsvermögen des Kerns das der Hülle sehr bedeutend überwiegt. Die 
Elektricität möge in zwei an der Oberfläche der Hülle in derselben Kante 
liegenden Punkten ein- und austreten. Im übrigen seien die Verhältnisse wie 
im vorigen Paragraphen vorausgesetzt. 

Es seien u die Spannung in der Hülle, «i' die im Kern, k^ k' die Leitungs- 
fähigkeiten von Hülle und Kern. Die übrigen Bezeichnungen mögen dieselben 
bleiben wie bisher. 

Es sind also die Functionen ti^ «i' aus folgenden Bedingungen zu be- 
stimmen : 



k 
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,. . d*u , i du ■ i d*u , d*u {\ t ^ ^ a\ 

(*•) -ö;^ + T-^+7^-ö^ + -ö?" = ^ (ri<r<l), 

(3-) 1^+1-1^+^1^+1^ = (0<r<rO, 
(3.) « = 0, «' = fär a = oo, 

(4.) Ä-äF^^yäT^""" ^*"' **=*"»' 

endlich an der Oberfläche der Hülle, also für r = 1 : 

(5.) "I^ = ^f «.cos(»9)/'"sin(^a)sin'(|«)d|»). 



Man genfigt allen diesen Bedingungen durch folgende Annahme: 

(^•^ ** = ^f ^«cos(w(p)/%in(|^)sin(^a)FJf,r)rf^, 



u 

QC 



(7.) m' = ^2:B,cos{n<p)f sin(|a)sin(|a)*,(|,r)rf|. 
Wenn die Functionen F und 4^ durch folgende Bedingungen definirt werden: 



(8.) 



^^^^ = (f+-^)F. (r.<r<l,, 



d*. 



"C'^) 



dr 
rdr 



= (1^+^)*. (0<r<rO, 



(9.) ^ = 1 (r = l), 

*■ '' dr dr h '' hk> ^' \^-^ih 

^. endlich und stetig für r = 0. 

Diese Gleichungen lassen sich durch £es«e/sche Functionen mit ima- 
ginärem Argument integriren, allein die auf diese Weise gebildeten Ausdrücke 
sind an der Oberfläche gar nicht und bei dünnen Cylindem überhaupt schlecht 



'^) Es wird unanstössig sein, dass dieser Ausdruck divergirt; er ist hervorgegangen 
aus der Annahme, die Elektricität .trete an den beiden Stellen » = +«, r = l, ^ = 
durch kleine Flächen mit der Stromstärke S ein und aus, durch den Grenzübergang 
zu unendlich kleiner Ausdehnung dieser Flächen. Dieser Grenzübergang giebt natür- 
lich nur für Punkte im Innern einen bestimmten Sinn. Er ist der Kürze wegen hier 
gleich von vom herein gemacht, da das Ergebniss offenbar das gleiche ist. Der ge- 
fundene Ausdruck darf dann nicht ohne Weiteres auf die Oberfläche angewandt werden. 
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brauchbar, weshalb dieselben hier sofort in eine andere Form fibergefohrt werden 
sollen, die schon in missiger Entfemong von den Elektroden sehr gut convergirt. 
Wir fiöhren iwei neue Fonctionen /L(^, r), y,(^, r) ein, die durch 
folgende Bedlngacgen definirt sind: 



r df. 



d-^r 



dr J 



(110 






(12.) ^ = 0-(r=l}, 

(f^ endlich and stelig für r = 0. 

Diese Gleichnngen« die gleichfalls durch Bessekche Functionen inte- 
grirt werden können, bestimmen v^ als Woriel einer gewissen, unten näher 
tu betrachtenden transcendenten Gleichung mit unendlich vielen reellen Wurzeln. 
Die Functionen f und tf sind durch diese Bedingungen für jedes S^ bis auf 
einen beiden gemeinschaniichen, von r unabhängigen Factor bestimmt. Diese 
Functionen wendet man nun an lur Aufstellung folgender Reihenentwicklungen : 



V 



14.^ 



i /"sin,|«:sin,:;^}F.,|,r}rf| = ^A^^f.i^.r), 
)/%inv^}sin(^8.^*.(|,r}rf| = ^A.,9(p,{»,r\ 



worin man »ich rechts die Wurieln der in Frage kommenden transcendenten 
(iieiohunir der Grösse nach geordnet eingeselst in denken hat. 

>Vir seilen hier die Möglichkeit einer solchen Entwicklang voraus 
und kentimnien die Coefltcienlen durch folgendes Verfahren. 

K» ergiebl »ich luuAchsl aus den Differentialgleichangen (11.) noch 
uhiie ltOcK»iehi auf die (irt>nabodiuguugon in bekannter Weise: 
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und wenn man annimmt, die Functionen /*. {&,r\ 9, (<^>r) genfigen den Bedingungen 
(12.)) (13.), während ri noch beliebig bleibt, so reducirt sich diese Gleichung auf: 

[n'-»') Ü/VC*, r)y.(i?, r)rdr+^/'f,{&, r)Un, r)rdr\ 
(15.){ = I.A^(^4,.(,,.0-lA(.!r)+(i^)J 

Genügen nun auch die Functionen /n(^^0? Vniv»^) ^^^ Bedingungen (12.), 
(13.), jedoch so dass tj = &' eine von & verschiedene Wurzel der auftreten- 
den transcendenten Gleichung ist, so folgt aus (15.): 

(16.) y^'''<Pni», r)<p,{&', r)rdr+l-/'f,{&, r)f,{»', r)rdr = 0. 



U 



Setzt man ferner in (15.) i?=i|, so kann man die Functionen /"«(i?, r), (fniv^^) 
ersetzen durch F»(^, r), *„(^, r), und es ergiebt sich mit Rücksicht auf die 
Bedingungen (9.), (10.): 

(17.) ^/\^&,r)^n{S,r)rdr+^/'f^{»^^^ = j^^f^' 

Ü r, 

Mit Hülfe der Formeln (16.), (17.) ist man nun im Stande, die Coefficienten 
A^^ in (14.) zu bestimmen. Multiplicirt man nämlich die erste der Gleichungen 

(14.) mit -r-/'„(^, r)rrfr und integrirt zwischen den Grenzen n und 1, die 

H 

zweite mit -77- y,(^,r)rrfr und integrirt zwischen den Grenzen und ri und 
addirt hierauf beide, so folgt: 






und wenn man endlich die Integration in Bezug auf ^ nach bekannten Formeln 
ausführt, so folgt unter Voraussetzung eines positiven %\ 

A„,\Y-f\<f,{»y r)Yrdr + \/' {/,{&, T)frdr 

(18.) ( 

worin das obere Zeichen gilt für » >> cf, das unlere für ä < «. 
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Setzt man die hieraus folgenden Wertbe von A„^s in die Entwicke- 
Inngen (14.) und diese in (6.) und (7.) ein, so ergeben sich für die Spannung 
Doppelreihen, welche für Punkte, die in einiger Entfernung von den die 
Elektroden enthaltenden Querschnitten liegen, gut convergiren. Was die 
Functionen f\ und <P^ betrifft, so können dieselben ohne transcendente Glei- 
chung aufgestellt werden. Man erhält nämlich: 

F^{i,r) = AK^{i^r) + BJ^{iir), 
*.(.^r) = C/.(f^>), • 

wenn die von r unabhängigen Grössen A, B, C aus den linearen Gleichungen 
bestimmt werden: 

iS{AK:{iS) + BJUi^)) = 1, 
i^{AK:{i^r,) + BJ^{i§r,)) = iSCJ'.ii^r,) 

Die erste Form der Lösung, welche die Functionen F^ und <P^ enthält, ist 
durch die bekannten Sätze über Fofinersche Reihen und Integrale vollkommen 
erwiesen, während die zweite, hier wichtigere Form die Voraussetzung der 
Möglichkeit einer Entwicklung nach den Functionen /»(t?, r), (fni^^r) invol- 
virt. Es kommt nun vor Allem darauf an, diese Functionen /l und ^« ge- 
nauer zu untersuchen, und die transcendente Gleichung aufzustellen, von 
welcher die Grössen x9 abhängen. 
Man kann wie oben setzen: 

(19) K-^^'^^'"^ = J^nWh\{rd)^K{»)J^ir&), 

so dass nach (13.) §. 2: 

(20.) f.^»,i) = — j^. 
Zur Roslimmung von a und & ergeben sich aus (13.) die Gleichungen: 

vvornu» Mffi: 



(ai.) « = 



i^Ä*'/.Cr,*) + *J.Cr.*) 
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und endlich ergiebt sich für & die transcendente Gleichung: 

22 . J:i.»)K^r,»-)-Kii»yi(r,»-) 

^ -^ ^ /,W yJif.Cr.^)J:(r.^)-*Jir:Cr.^)J,(r.^) 

Ich fähre einige specielle Fälle an, in denen sich diese Gleichung 
vereinfacht. Nimmt man zunächst k' im Vergleich zu Ar unendlich gross an, 
so folgt die Gleichung des §. 2: 

Setzt man ferner k = k', so folgt mit Rücksicht auf (13.) §. 2: 



(22*.) 



2 y:(r. ») |/. W/f.(r. *) - ür.(^)/:(r, ^)} ' 

und wenn man h unendlich setzt, so erhält man fär den Fall eines Hohl- 

cylinders : 

(22^) J:{&)KUr,&)-KU&)J:(r,&) = 0. 

Die Wurzeln der transcendenten Gleichung (22.) haben die Eigenschaft, dass 
die dem Fall n = entsprechende kleinste Wurzel jeden beliebigen Grad von 
Kleinheit erreichen kann, wenn h gross genug ist, wahrend alle anderen 
Wurzeln aber bestimmten endlichen von h unabhängigen Grenzen liegen. Um 
sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur auf der rechten Seite von (22.) 
die Grenzwerthe für sehr kleine Werthe von «9^ aufzusuchen. Dieser Grenz- 
werth ist für w > : 

was sich also von der negativen Seite her der Grenze Null nähert, während 
man für i» = den Grenzwerth erhält: 

^, 1— rj ' 

was für ^ = 4-0 positiv unendlich wird. Daraus ergiebt sich unmittelbar die 
Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung. 

Für sehr grosse Werthe von h erhält man hieraus zur genäherten Be- 
stimmung der kleinsten Wurzel: 

2 / & 






20 Weber, über die stationären Strömungen der Elektricität in Cylindern. 

Nimmt man k und h als gegeben an, so ist die kleinste Wurzel also, we- 
nigstens für hinlänglich grosse Werlhe von h um so kleiner, je gröss(ier k' 
ist. Die verschiedenen Werthe von k' werden einen um so grösseren Unter- 
schied bedingen, je kleiner Ti ist. 

Um eine Vorstellung zu gewinnen von der Ausbreitung des Stroms 
in dem hier betrachteten Fall, soll wieder die Elektricitätsmenge be- 
stimmt werden, die in der Zeiteinheit durch einen beliebigen Querschnitt 
der Hülle fliesst, welche gleich und entgegengesetzt sein muss derjenigen 
Elektricitätsmenge, die durch den entsprechenden Querschnitt des Kerns strömt, 
vorausgesetzt dass diese Querschnitte ausserhalb der Elektroden liegen. Es 
ist diese Elektricitätsmenge: 



/•* /'^^ du 



u 



Bei der Integration fallen die Glieder, welche von cp abhängig sind, heraus, 
und man erhält, wenn man von den übrigen Gliedern nur das erste beibehält, 
was für hinlänglich grosse Werthe von s& gestattet ist: 

r, 

wo unter 0^ die kleinste Wurzel der transcendenlen Gleichung (22.) zu ver- 
stehen ist. Von dieser aber wurde oben gezeigt, dass sie sich mit unendlich 
wachsendem h der Grenze Null nähert. Der Werth von a nun giebt einen 
Massstab für die Ausbreitung des Stromes. Lässt man in (23.) 0^ von po- 
sitiven Werlhen in Null übergehen, so nähert sich der erste Factor einer be- 
stimmten, endlichen, von Null verschiedenen Grenze, der zweite Factor e"^* 
wächst bis 1, während der dritte Factor (e^" — e~^") bis Null abnimmt. Daraus 
lässt sich auf folgendes Verhalten schliessen. Mit wachsendem Werth der 
Polarisationsconstanten h (oder des Uebergangswiderstands) wird, wenigstens 
wenn a nicht zu klein ist, die Ausbreitung des Stromes anfangs zunehmen, 
dann aber wieder abnehmen, und bei unendlich grossem h gänzlich ver- 
schwinden. Diesem Grenzfall des unendlich grossen Uebergangswiderstands 
entspricht ein Hohlcylinder, bei dem in der That die Gesammtsumme der 
durch einen Querschnitt strömenden Elektricitätsmenge gleich Null sein muss. 

Zürich im September 1872. 
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Wirkliche Ausführung der ganzzahligen Multipll 

cation der elliptischen Functionen. 

(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 



jDas Problem der rationalen Multiplication der elliptischen Functionen 
ist der Theorie nach vollständig gelöst, und zwar sind für seine Lösung be- 
sonders zwei Methoden bekannt, von denen die eine auf der wiederholten 
Anwendung des Additionstheorems beruht, während die andere eine zweimalige 
Transformation erfordert *). Wer aber die praktische Ausfuhrung dieser Me- 
thoden versucht hat, wird sich überzeugt haben, dass sie beide fast illusorisch 
sind, weil nur bei einem sehr kleinen Multiplicator die nothwendigen alge- 
braischen Operationen zu bewältigen sind. Auch die Multiplicationsformeln, 
welche sich in den Dissertationen der Herren Müller **) und Simon ***) finden, 
würden für einen Multiplicator, der grösser als fünf ist, nur mit sehr grossem 
Zeitaufwande zum Ziele führen und ein Resultat liefern, das wegen seiner 
Länge nicht mehr übersichtlich ist. 

Deshalb sollen in dem Folgenden für jeden beliebigen ganzzahligen 
Multiplicator die Multiplicationsformeln in völlig übersichtlicher Gestalt aus- 
geführt werden. Ich will dabei die Functionen ou und pu benutzen, die 
Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen über elliptische Functionen anwendet, 
wozu ich mich um so mehr veranlasst sehe, da mein hochverehrter Lehrer 
eine Zusammenstellung der auf dieselben bezüglichen Sätze und Formeln selbst 
zu veröffentlichen beabsichtigt. 

§. 1. Einige Sätze über specielle Functionen. 
Ehe wir zur Lösung unserer Aufgabe schreiten, müssen wir wenigstens 
in aller Kürze einige Sätze aus den Vorlesungen des Herrn Weierstrciss 
anführen. 



*) Vergl. Königsberger, Die Transformation, die Multiplication und die Modular- 
gleichungen der elliptischen Functionen. Leipzig 1868 bei Teubner. Seite 116 u. 124. 

**) Felix Müller^ De traneformatione functionum ellipticarum. Berlin 1867 bei 
Calvary. 

***) Max Simon, De relationibus inter constantes etc. Berlin 1867 bei Calvary. 
Die von Herrn Simon auf der letzten Seite seiner Dissertation angeführten Recursions- 
fonueln sind in vielen Fällen, bei denen die Multiplication der elliptischen Functionen 
angewendet wird, äusserst brauchbar. 
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Es seien 2(o und 2(ü* die primitiven Perioden einer elliptischen 

Function, und 

tu = 2m(o + 2nco\ 

dann bilden wir das stets convergirende Product 

(1.) au = ii77'(l--^)e^ 

wo der Strich bei dem Productzeichen IT so wie weiter unten beim Summations- 
zeichen 2 andeutet, dass m und n, die alle positiven und negativen ganz- 
zahligen Werthe durchlaufen, nicht gleichzeitig Null sein dflrfen. 
Diese Function ou verschwindet nur für 

u=^w = 2m(o + 2n(x)' 

und wird für endliche Werthe von u niemals unendlich gross. Da es 
zu jedem Werthe von ir = 2i»cü+2iicü' einen entgegengesetzten Werlh 
u) = —2m(D'—2nü}* giebt, so können wir w mit — ti? vertauschen, ohne dass 
sich die Function au ändert. Wenn wir daher —u statt ii setzen, so wechselt 
au nur sein Zeichen, d. h. au ist eine ungerade Function. 

Aus au leiten wir durch Differentiation die Function pu her; es ist 
nämlich 

du " au " o^^^ }~~ u ^^ \u^u>^ V) ^wV' 

*^^"" du' tt' ^ V(M-iry wv' 



du» tt* (u — wy (tt — «?)" 

wo jetzt der Strich bei dem Summenzeichen ^ fehlt, weil in tr = 2ma)+2n(o' 
auch m und it einmal gleichzeitig Null sein müssen. 

Aus der Form der Function ip'u folgt sofort, dass sie die Perioden 
2cü und 2(o' hat, denn es ist 

p' {u + 2cu) = p' M und p' (fi + 2co') = p' t#. 
Durch Integration dieser Gleichungen erhalten wir 

p{u-\-2o}) = pu-\-C, 9{u+2o}')=9u+C\ 

also für t# = — cü, bezüglich t# = — w' 



. (T' . ^^ &u 

*) Der Kürze wegen schreiben wir — (u) statt 



ou 
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Nun ist aber pu eine gerade Function, folglich sind C und C gleich Null, 
so dass auch pu die beiden Perioden 2a> und 2co' hat. Es ist also 

(2.) p{u+2(o)=:pu und p{u+2ü}') = pu. 

Alle andern Perioden, welche pu besitzt, haben die Form 2fnw + 2nco\ wo 
m und n ganze Zahlen sind, deshalb heissen 2a> und 2(o' primitive Perioden 
von pu. 

Wenn wir noch einmal integriren und die Integrationsconstanten be- 
zflglich 2r] und 2ri' nennen, so kommt 

(3.) ^(u + 2io) = ^{u)+2ri, ^{u+2co') = -^{uH2r,\ 
oder 



o' 



und da — (») eine ungerade Function ist, 



a' , . , a' 



(4.) ^ = -^(ca), ri' = ^(io'). 

Die Formel (3.) lässt sich sofort verallgemeinern, und zwar ist 

(3^) ^{u+2ma) + 2na}') = ^(u) + 2mri+2nTi'. 

Eine nochmalige Integration ergiebt in ganz ähnlicher Weise 

(5.) a{u+2mo)+2n(o') = (-1 )«»'*-+» e^2«'?+2n;70(-+««cu+»a,o^^^ 

Die Function ou ist aho selbst nicht periodisch, aber sie verwandelt sich, 
wenn man das Argument u um eine Periode vermehrt, in sich selbst zurück, 
multiplicirt mit einem Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function 
von u ist. 

Dabei findet zwischen den Cirössen o), w', rj, tj' eine Relation statt; 

es ist nfimlich, wenn in — die zweite Ordinate positiv ist, 

(6.) 2rj(o'—2ri'co = ni, 

oder noch allgemeiner 

(6^) 2rj(3'--2rj'(S = (m»'-m'«)7ii, 
wobei 

( ü5 = m(o + nw\ (S* = m'u) + n'w', 

{rj = mri + nf] ^ rj ^mti + ni] . 
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Sollen 2(0 and 2(5' wieder ein primitives Periodenpaar sein, so mass 

mn—m'n = +1 
werden. • 

Aus den angeführten Formeln folgt, dass die Function 

(8.) y(«) = c '^;-'i\''^r''d"'''^rf^ • 

die beiden Perioden 2co und 2(o' besitzt, sobald 2a = 2b ist, denn es wird 
beim Einsetzen 

(p(u + 2cü) = q> (ti) und (p{u+ 2(o') = (p(u). 

Es lässt sich aber auch umgekehrt zeigen, dass jede Function, welche die 
beiden Perioden 2co und 2(o' besitzt, sich auf jene Form bringen lasst. Dabei 
ist ai, »2, ... Or ein vollständiges System nicht congruenter Werthe von u, 
für welche (p{u) verschwindet, und 6|, 62, ... 6^ ein vollständiges System 
nicht congruenter Werthe von u, für welche (p{u) unendlich wird. Jeder 
von diesen Werthen ist so oft berflcksichtigt, als seine Ordnungszahl angiebt. 
Kennt man daher die NuUwerthe und Unendlichkeitswerthe einer 
doppeltperiodischen Function 9>(tf), so kann man sie in der durch Gleichung 
(8.) angegebenen Form darstellen. So wird z. B. 



(9.) pu — pv = 



Qavy ((TM)' 






oder 



Durch Mulliplication dieser beiden Werthe von p'u und Anwendung der 
Formel (9.) finden wir 

(11.) (p'uf = 4{pu--pw)(jpu — p{(0"\'(o'))(pu—p(o'). 

Zur Abkürzung setzen wir 

dann orgiobt sich, wenn wir beide Seiten von Gleichung (11.) entwickeln, 

61 + 62 + 63 = 0, 
aUo 

(12.) (P'uy = ^iPuy-g2Pu-g,, 
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WO 

15^2 = -4(6263 + 6361 + ^162) = 2 (el+e^+^), 

[g^ — 4616263. 
Weü 

ist, so kann Gleichung (8.) auch folgende Gestalt annehmen 

wo aber 

-5a = -5'6 + 2i»cü + 2iicü' 

sein muss. 

Es giebt noch eine zweite Darstellung einer jeden doppeltperiodischen 
Function ^M? die wir erwähnen müssen. Unter den Werthen 61, 
62, ... hr von u^ für die sie unendlich wird, seien nur m von einander 
verschieden, nämlich 

61, 629 • • • 6«, 

deren Ordnungszahlen aber bezüglich 

a, fi, . . . ^ 

sind, so dass also 

a + /3+«-«+^ = r 

ist. Nun seien in der Entwickelung von (p{u) nach Potenzen von ti— 61 die 
Glieder mit negativen Potenzen 

c,,a {n - 61)- + Ci,„^x (« - fti)-"-"' + • • • + 61,1 (m - 61)-^ 
und 

(14.) 9(11, 61) = £ ■(i;3iyr V — ^Ä^^ — ^- 

Entsprechende Bedeutung mögen 9>(tf, 62), ... (p{u,b^) haben, dann ist 

(15.) q>{u)'-(p(u, bi)-(p{u, 62) y(M, *m) = 9{u) 

eine Function, die für keinen endlichen Werth von u unendlich werden kann; 
da nun aber ihre Ableitung doppeltperiodisch wird, und jede doppeltperiodische 
Function Unendlichkeitswerthe haben muss, so kann die Ableitung von g{u) 
höchstens eine Constante sein. Wenn wir nun noch u+2co statt u und 
u+2a)' statt u in Gleichung (15.) einsetzen, so findet sich, dass diese Con- 
stante Null ist, und dass 

(16.) c,,i+C2,i + -- + c«,i = 
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wird. g{u) selbst ist also eine Constante, die wir mit g bezeichnen wollen, 
deshalb erhalten wir 

(17.) (p{u) = g+(p{ti, bi) + (p{u, b2) + '^' + (p(u, b^). 

Für den Fall, dass q>{u) unendlich gross wird von der n^^ Ordnung nur für 
fi^O, ist daher 

Aus Gleichung (16.) folgt, dass Ci verschwindet, es ist also 

, . d^\osau , c, d^logau , (—1)'»-^ d^lesau 

oder da ^ — = pu ist, 

i "^^""^ ^ ^ +C2Pu-^iP'u + -' + ^^^cy'-'^u 



§. 2*). Bedeutung der Function ?^„(tt) = 7-—— • 

Die zu lösende Aufgabe ist: es soll p{nu) als rationale Function von 
9u dargestellt werden^ wobei n eine positive ganze Zahl ist. Zur Lösung 
benutzen wir eine Function 

(19.) <») = ^^- 
Diese Function hat dieselben Perioden wie pu^ denn aus Formel (5.) folgt 

a«(ii+2cü) = a{nu+2no}) = (-l)"e'-^^""+"^^(T(iMi) 

= (-l)»e'"''^^"+^>(T(wii), 
und 

((Tfi)"» = (^l)""e'''"''^"+'^^(afi)"% 
also 

und ebenso 

V/,(«+2a>') = v^,(w). 



*) Die §§. 2 und 3 enthalten, wenn auch in anderer Zusammenstellung^ Sätze, 
die bereits in den Dissertationen der Herren Müller und Simon gegeben worden sind. 
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Nun wird die Fanction %{u) gleich Null für die nn—i Werlhe 

n ' 

wo l und /Lv die Werthe 0, 1, 2, ... ^—1 annehmen, nur dürfen X und fi 
nicht gleichzeitig Null werden. Unendlich wird yj{u) nur für n^O^ und 
zwar unendlich von der Ordnung nn—i\ deshalb ist, wenn wir rpni^) in der 
durch Gleichung (S"*.) angegebenen Form darstellen, 

v.(«) = c ~—i 

(20.) { ^^^ 

II'[a(u + g^^ + a^jül) ,-("-7+^,0 tJ 

WO der Strich bei /T andeutet, dass X und ^ nicht gleichzeitig Null werden dürfen. 
Multipliciren wir die beiden Ausdrücke ffir V,(«) mit einander, so er- 
halten wir mit Anwendung von Gleichung (9.) 

(21.) n(«).v.(«) = c"i7'[p«-p(-^^f:^±^^)]. 

Ist n ungerade, so wird auch die rechte Seite ein Quadrat, weil fQr 
X+X' ^/j^+fi'^O xnod.n 

/ 2Xw+2fi(o' \ ^ y 2X'io + 2fi'(o' \ 

ist, und sich die Werthsysteme für X, /n zu je zweien so ordnen lassen, dass 
jene Bedingung erfüllt ist. 

Ist dagegen n gerade, so wird die rechte Seite ein Quadrat, multi- 
plicirt mit (p'uf = ^(puf^-giPu—gi. 

Aus der Entwickelung nach Potenzen von u folgt durch Vergleichung 
der Coefficienten der ersten Glieder auf beiden Seiten 

C" = n\ 

§. 3. Zusammenhang zwischen p(nu) und t/^»(t«). 
Es ist 

du^ tff(u).y;(u) 

_ dMogg(wM) 2 d^\ogau 
" du' ^ ~dü^~ 

= ''h^p{nu)+n'^pu^ 

4* 
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also 

Eine zweite Relation zwischen p{nu) und ip(u) folgt aus der Formel (9.) 

denn setzen wir 

Ui = u^ ffz = nu, 
so kommt 

Dividiren wir auf der rechten Seite Zahler und Nenner durch 

so wird 

(23) P(nu) = uii^ ^-''^^^ -^-±l^. 

Es kommt also nur darauf an, i//„ (ti) ganz allgemein zu berechnen, eine Auf- 
gabe, deren vollständige Lösung in dem Folgenden gegeben werden soll. 

§. 4. Darstellung der Function V^n(ti) durch pu und die Ableitungen von pti. 
Es sei 

(24.) A«) = ^^^^^^^ , 
dann ist 

/•(«4-2CÜ) = _^____A ^ 

Ebenso ist 

Setzen wir nun 

t^^O tj = ^ , fr = , 

wo X und ^ die Werthe 0, 1, 2, . . . u—l haben dürfen — nur dOrfen sie 
nicht gleichzeitig Null sein — , dann ist 

2ircü — 2i7 f? = — ^(^cü— ?yü>') = ^71%^ 

2frcü' — 2i;'f? = (Tj(o'—7i^a)) = H Tii; 
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(26.) f:H + 2ü)).:c 



■ 1» 



(if) heisst dalier 



d. h. fji] hat die Perioden 2ut^ 2üj ~,^^j, 
dieser Perioden termehrt^ so rerwamidi ^j^ 
mit einer w-^" \Vur:cel der Einheit. Dar-aw, 
/\//) die Perioden 2a;, 2a)' iiesilzl. 

Wir können daher, weil /'"(//) nur I. 
endlich wird, diese Function nach Gleichung ; i 

(27.) r» = a,-Va.,9u + ayti 

\\\t hahen hierbei w, vorläuDg noch unbekannte Cor., 
die wir aber dadurch bestimmen können, dass f"{u) luU 
Ableitungen für u gleich t? verschwinden niuss, dass also 

1) a, +ö...v>l?+aJV>'^^ [-«v.v>^"~''^<? ^^ 0, 

2) a,9v-^ayt + '"-\-ay'''^ti = 0, 

3) a,w't?+ayr4--..4-a,y>^"U^ --- 0, 



'n mit — 2«-', 
n Grades 



Die erste unter diesen Gleichungen dient nur zur Bestimmung von »i, die 
andern bilden ein System von n — l linearen, homogenen Gleichungen mit 
den n — \ Unbekannten ao, ^3, ... a„; folglich muss die Determinante dieses 
Systems verschwinden. 



(28.) Z)._,(r) - 



y"c 



^'"f? 



y(-)^ 



y,C«-l)|5y(")p 



^(?M-3)^ 



= 0. 



Zur Untersuchung dieser Determinante Z)„_,(r) setzen wir statt des bestimm- 
ten Werthes v, für den sie verschwindet, den veränderlichen Werlh u; dann 
folgt zunächst, dass D^^i{n) eine ganze Function von pu und p'u ist, denn 
die höheren Ableitungen von pu sind ganze Functionen von ^u und y>'u. 
Vertauschen wir jetzt u mit — w, so verändern nur die ungeraden Ablei- 
tungen von pu ihr Zeichen, während die geraden unverändert bleiben. Dies 
giebt, wenn 
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n-1 



i).-i(-«) = 



in — 


2 


IUI u 


uguiaucs 7 


ft 






. n — 2 

und f» = — 5— 


ffir gerades n ist, 




—p'u -\-p"u—p"'u 


• • « 




-p'« +p"tt p"'u 


• • • 


+p"«-p"'«+f'^» 


• • • 


= (-1)" 


-*>"tt+#>"'«-«)'^« 


• • • 


-p"'«+p'^«-p^tt 


• • • 


\ ' 


_p'"„+^'v„_^v„ 


• • • 




ip'tt 


fi"u 


*>'"« . 


• • 




• • 


= (-1)"-' 


• • 


lf>"'u 

• • 


V 
■ • • • 


• • 

• • 
• 


9 





also 

(29.) /)„..(-«) = (-ir*Z)..,(f.). 

Da nun jfm eine gerade, und p*u eine ungerade Function von u ist, so folgt 
hieraus, dass D^^i(u) för ungerades n eine ganze Function von pu allein ist, 
während D^i(u) ffir gerades n eine ganze Function von pu ist, multiplicirt 
mit p'u. 

Um den Grad dieser Functionen zu bestimmen, suchen wir das erste 
Glied der Entwickelung von Dn^i(u) nach Potenzen von u auf, welches wir 
erhalten, wenn wir von p'u^ p^'u^ . . . nur das erste Glied der Entwicke- 
lung in /)».i(tf) einsetzen. Dies giebt die Determinante 



+ 3!ti-* 



+ 3!ti-* 



2\u'' 3If|-* 



= (-1) 



a— I 



3!»- 



41» 



«!«— '(«+l)!a 



—11—2 



(-1 )•+'»/«—* 
(-.1)^-1 (2« -2) !««-'•+* 



niu 



—«-2 



. {n + i)\U 



. (2ii-2)!m-'"+> 



In dieser Determinante heisst das Element, welches in der aten Horizontal- 
reihe und in der ß^^^ Verticalreihe steht, 

(et +/3) !«-«-''-'; 

da nun aber jedes Glied der ausgerechneten Determinante aus jeder Horizon- 
talreihe und aus joder Verticalreihe ein Element enthält, so ist der Expo- 
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nent von « in jedem Gliede 

-^a-^/3-l.(»-l) = -2(1 +2 + --. + n-l) -(«-!) = -(«w-l). 
Das erste Glied in der Entwickelung von Z),_i(«) heisst daher 

2! 31 . . . «! 

3! 4! ... (»4-1}! 



(-1) 



«— 1 



• • • 



u 



,— «»-fl 



«!(«+!)! . . . (2«-2)! 
= (-l)"-'«[2!3! ... (»-1)!]'«-""+'. 
Die Entwickelung von pu beginnt mit «~* und die von p'u mit —2u~\ 

folglich ist D^i{u) für ungerades n eine ganze Function — = — ten Grades 

von 9u^ und für gerades n eine ganze Function — 5 — ten Grades von pu^ 

multiplicirt mit p'u. Der Grad dieser Functionen stimmt genau mit der An- 
zahl der Werthe von 9u, für welche sie verschwinden müssen. Denn es war 
/)„-i(«i) gleich Null für die nn—X Werthe 

« = f? = —-^ — • 

n 

Ist n ungerade, so geben je zwei Werthe von r denselben Werth von pVy 

SO dass D^^i{u) nur genau für — 5 — Werthe von m verschwindet. 

Ist dagegen n gerade, so sondert sich der Factor p'u ab, der fflr 
t# = cü, cü', (ü4-£ü' verschwindet; von den übrig bleibenden «1»— 4 Werthen 
von fD geben wiederum je zwei denselben Werth von pe^ folglich giebt es 



dann noch genau 



nn — 4 



Werthe von pu^ für welche /)„_i(fi) verschwindet. 



D^i{u) verschwindet daher genau für dieselben Werthe von pu wie 
rpn{u)^ so dass es also dieser Function bis auf einen constanten Factor gleich 
ist. Nun beginnt die Entwickelung von V^„(«) mit «fi-**"*"* und die von 

D._,(«) mit (-l)-*ii[2!3I...(w-l)!]'ii--+*, folglich ist 



(29.) 



oder 



^ (-l)»-Z?,-.(») 
^"W [2!3!. ..(«-!)!]' ' 



(29».) 



V-(«) - [2!3!. ..(«-!)!] 



9"U 



P"tt 

P'"u 



• • . 



• • • 



• • • 



j^(*—')fl^^"^ll 
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Diese Darstellung gilt, gleichviel ob n gerade oder ungerade, ob n eine Prim- 
zahl oder eine zusammengesetzte Zahl ist. 

Es sei noch erwähnt, dass die Gleichung 

^.-iW = 
diejenigen Werthe der Function pu liefert, bei denen das Argument der 
«tö Theil einer Periode ist. 

Man könnte glauben, dass die Ausrechnung der Determinante grosse 
Schwierigkeiten macht, dies ist aber nicht in so hohem Grade der Fall, wenn 
man nicht darauf besteht, %{u) als Function von pu und den Invarianten ^a 
und ^3 darzustellen, sondern • statt diese drei Grössen einzuführen, die drei 
Functionen pu^ p'u und p"u stehen lässt; dann wird die Ausrechnung durch 
Benutzung folgender Formeln, die der Verfasser bereits in seiner Disser- 
tation*) angegeben hat, ausserordentlich vereinfacht: 

p'" = 6{PP'+P'p), 

p^y = 6{pp''+2p''+p''p), 



In vielen Fällen der Anwendung wird sogar die Ausrechnung der Deter- 
minante gar nicht nöthig sein, sondern es wird V^n(^) gerade in der Determinanten- 
form wegen ihrer Uebersichtlichkeit am zweckmässigsten zu benutzen sein. 

Der Verfasser hat sich bereits von der Richtigkeit dieser Behauptungen 
bei geometrischen Anwendungen überzeugt, die er demnächst zu veröffent- 
lichen gedenkt. 

§. 5. Erweiterung des Multiplicationsproblems. 
Es sei jetzt nicht mehr die Aufgabe, eine Gleichung zwischen P{nu) 
und pu herzuleiten, sondern es sollen jetzt Relationen aufgesucht werden, die 

zwischen 

PU, P{2u)\ p{Su)^ . . . 

und den Ableitungen dieser Functionen bestehen. 

Diese Aufgabe möge zunächst durch ein einfaches Beispiel klar ge- 
macht werden. 



*) L. Kiepert, De curvis quarum ärcus integral! bus ellipticis primi generis cxpri- 
muntur. Berlin 1870. Calvary. Seite 12. 
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Die doppeltperiodische FanctioD 

(30.) t{u) ^—^3 

lässt sich aaf die Form 

(31.) F{u) = a,+a2Pu+a,Pu 
bringen. Da nun F{u) für 11 = 1?, 2f?, — 3© verschwindet, so ist 

ai+ttiPf) +a3P'f> = 0, 
o,+ a,F(2e)+a3*''(2«) = 0, 



also 



(32.) 



Ebenso erhalten wir 



(33.) 



1 Pe p'v 

1 #»(2^) ^'(2©) 

1 P{3v) -P'(3«) 

1 p{mv) p'(mv) 

1 p{nt) fi^{nv) 

1 p{rv) .— p'(rt>) 



= 0. 



= 0, 



wenn 



r = m+ii und m^n 

ist. Dabei ist v eine beliebig veränderliche Grösse, ebenso wie u. 

Ganz allgemein lässt sich durch ein entsprechendes Verfahren eine 
derartige Relation finden zwischen 

P{(M))y Pibv)^ . . . P{mv) 

und den Ableitungen dieser Grössen, wenn 

^^^K" (all)» 

gesetzt wird. Dabei können a, b, . . . m auch positive oder negative ge^ 

brochene Zahlen sein, während a, ß, ... fi positive ganze Zahlen sind. 

Ausserdem muss 

aa+ßb+''*+fim = 
und 

sein. 

Freiburg i. Br., September 1872. 
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AoflofNin^ der Tnm«ibniialionfS)gieiebiiiig:en and 
Divittion der eilipfijiehen FonetkiiieiL 

i'VwD Merrs L. Kiepert iu Freiburf L Br. 



JjD 4U^ irorhergdbi«ii<leii AubaUe^ welcher 4lje Malüplicaäoii der 
^llifiUM^ften Fimcti(MDeii Leluuadelte. wurde ge^^igL wie sich i^^ mr^^ als rationale 
FvuclHHi v<Mi 1^« <l«nfteilefi llift^i; e$ war n&mlich 

fiai» UMfekdbrte fimdet nidbt ^lall, ef Ii9i»1 ßich 9u miekt als rationale Fanctioa 
vo« l^fMr) dianrt^lleri, modern i^a ergiebt sieb aus Gleichung '1.} als die 
WutmJ ^oer Oleicbuog vom Grade n% deren CoefGcienten lineare FimctioneB 
von $^(mi) hiu6, Uiehe Gleichung ist aber auflösbar, wenn man die Grösaea 

t^[ ^ \ i^( ^ als gegeben betrachtet, und ihre «^ Wurzeln sind die Grteaea 

N « /' /li i- 0, 1, ...II— 1. 

I>U^ AufliOifbarkeU solcher Gleichungen, welche zur Division der elliptischen 
Kufictiooeo fflbrai, ist bereits von Abel nachgewiesen worden (Oeuvres 
WMipletes, touie I., Holte 105 u. T); hier sollen nun die Wurzelausdrficke 
selbst gebildet werden. Dabei wird die Lösung der Gleichung vom Grade 
nf auf die Löi^ung zweier Gleichungen n^^" Grades zurflckgefQhrt, welche aus 
der Transforuiation n^^ Grades hervorgehen. Als Vorzug der folgenden 
Darsteiiung ist vielleicbl noch hervorzuheben, dass sie gilt, gleichviel ob % 
H^fuiii 04*$r ungerade, ob « eine zusammengesetzte Zahl ist oder nicht. 

g. I, ititdeututig und Darstellungen der Function f(u). 
Zu der Multi|ilictttionsformel führte uns eine mit f{u) bezeichnete 
Function, die (f. 4, Gleichung (24.) des vorhergehenden Aufsatzes) folgender- 
niHNsen definirl wurde: 

(2.) /'(«) = iül^OLi^, 
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wobei 



n ' n 



war; ihre charakteristische Eigenschaft ist durch die Gleichungen 



2/1 . 21m 
nt 



ausgesprochen. Diese Function scheint von ganz* besonderem Interesse zu 
sein, denn sie fahrt uns nicht nur zur Multiplicalion , sondern auch zur Di- 
vision der elliptischen Functionen. Sie ist bereits vielfach verwendet fflr 
iiv=2, wo f> drei verschiedene Werthe hat, denn dann isl f{u+(i}'\ abgesehen 
von einem constanten Factor, identisch mit 



8inam(y^^i— e2.ti)j cosam(|/ei— ^2.1*), z/ am (|/ei — e2 •«)*). 

Aber auch für alle anderen Werthe von n giebt es geometrische Verwen- 
düngen dieser Function /*(»), wie ich in einem Aufsatz über lemniscatische 
Curven zu zeigen gedenke. Deshalb scheint eine nähere Untersuchung dieser 
Function f{u) wichtig zu sein. 

Zunächst folgt aus den Gleichungen (3.), dass fiu) die Perioden 2(0 
und 2cü' besitzt; da nun diese doppeltperiodische Function nur für u^O 
verschwindet, so lässt sie sich in der Form 

(4.) f (11) = ai+a^Pu+ihP'u-] ha«^^"''^M 

darstellen, wobei sich die Bestimmung der CoefGcienten a^, ^2, ... a« aus 
den Gleichungen 

«1+02*^1? +aiP'f> H |-a«P^"~^^t? = 0, 

a2P'f> +ay'i> -\ h««^"""'^«^ = 0, 

ergiebt, und zwar ist 

(,Pu-Pf>) {p'u—p'f>) ... (|;>^""^^fi-P^—^^i?) 
P'f> P"t? ... fp^^'^^^v 



(5.) rc«*) = 



• • • 



I 

Dabei ist auf beiden Seiten das erste Glied der Entwickelung nach Po- 



*) Vergl. Biermann, Problemata quaedam mechanica, functionum ellipticarum ope 
soluta. DisB. inaug. Berlin 1865 bei Calvary. 
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• I 



tenzen von u 








P'v 


P"v 


(-!)-«• = c 


9 


p"'t> 

9 




^(»-j)e 


^(«-D 



• • • 



• • • 



• • • 



^"-'>e 



F' 



(»-0, 



(«-!)!«-, 



oder wenn wir die Bezeichnungen des vorhergehenden Aufsatzes benutzen, 

(-1)"«» = c(n-l)!D^2(tj)«"; 
es ist daher die Constante 



(6.) 



c = 



(-!)• 



Wir können auch f{u) selbst darstellen, indem wir eine elliptische 
Function mit anderen Perioden betrachten, dabei wollen wir aber der Ein- 
fachheit wegen nur die beiden Fälle betrachten, wo 



a) 



f) = 



2Xu 



b) 



V = 



_ 2fiw' 



n ' ' n 

da diese beiden Fälle für unsere Zwecke vollständig ausreichen, und alle 
anderen aus ihnen leicht abgeleitet werden können. 

a) Es sei 

2Ai 



f{u) = 



2X(o 



<" ^) ^ 



n 



/2Aft> 



C-;r>« 



und werde deshalb mit f\Uy ^ bezeichnet, dann ist nach Gleichung (3.) 

(3-.) ^.+2»,ii^) = ^«,i^), ^(„+2<ii!l) = e'^./C.^)- 

Es hat daher f\u^ — ^J die beiden Perioden 2cü und 2iicü', die wir aber jetzt 

2a;i und 2co]i nennen wollen, weil wir die zu ihnen gehörigen Functionen au 
und Vu mit a^u und p^u bezeichnen. In dem neuen Periodenparallelogramm 

wird die doppeltperiodische Function f\Uy ^ unendlich von der ersten Ord- 
nung nur für die Werthe 

0, 2co', 4co', . . . 2(ii-lX 

oder 

2a>: \m\ 



0, 



2(n-^l)i»; 



n 



n 



n 
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folglich ist nach Gleichung (17.) der vorhergehenden Abhandlung 

<7j \ n / 

Nun wird aber, wenn wir e" mit c bezeichnen, 

wobei lyi für — ^(col) gesetzt ist. Daraus folgt 





«^01 = 02, 6*02 = 03, . . . «^ö..i = a«. 


oder 






(8.) Gi «^»1, Ö3"~«^^öi, - • • ö* — «^" *^^ö|- 


Femer ist 




t\n£ki* 


«^^ = 2aii7;+flr, 


uucr 





Ans dem ersten Gliede der Entwickelung der Gleichung (7.) nach Potenzen 
Yon u ergiebt sich schliesslich noch 

öl = -1, 
so dass wir erhalten 

aj V n y 

Eine entsprechende Darstellung erhalten wir für f(u^ ^^ ), bei der die 

Functionen ati und Pu mit den primitiven Perioden 2na) und 2cü' verwendet 
sind. Bezeichnen wir diese Functionen mit Ostf und P2U und die zugehörigen 
Perioden mit 2cü2 und 2cü2, so wird 



38 Kiepert, TroMformatiamgleichungen u. Diüieion der eUipHschen Funeiianen. 

ril W " 1—«-'' Ot ^ <r, V n / a, V n/ 

(7, V n y 

Durch Differentiation der Gleichungen (10.) und (11.) erhallen wir endlich 
noch die beiden wichtigsten Relationen 

(12 ) / 

^*^"^ L p,«+e-/'p,(«-^)+e-/'P,(«-i^)+...+.-(--o.^,(„_iÖL:^ 
Schliesslich ist noch zu bemerken, dass 

wird. 

§. 2. lieber die Transformation n**^" Grades. 
Die ganze Transformationstheorie lässt sich darauf zuröckführen, die 
elliptische Function Pu mit den Perioden 2co und 2cü' durch eine mit den 
Perioden 2n(o, ^(o' oder 2co^ 2itco' darzustellen. Diese Aufgabe kann fol-- 
gendermassen gelöst werden. Wir nennen die Function mit den primitiven 
Perioden 2(o und 2nü)' wieder PiU und ihre Perioden 2a>i, 2coi, dann wird 
pu in dem Periodenparallelogramm 2coji, 2a)\ nur unendlich för 

2«; 4«; 2(ii— i)ft>; 



« = 0, 



« ■ . . • 



und zwar unendlich gross von der zweiten Ordnung.. Da nun die Entwicke- 
lung von Pu gleich 

ist, so beginnt auch die Entwickelung nach Potenzen von 

U = U — iVü» 

n 

i 
mit g — r-Ti folglich ist nach Gleichung (17.) der vorhergehenden Ab- 
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handlung 

(14.) p„= ^.„+^.(«-?^)+^,(«-^)+... + P.(„-i(5^)-G, 

Entwickeln wir auf beiden Seiten nach Potenzen von u, so ist links das von 
u unabhängige Glied gleich Null, rechts aber 

Daraus ergiebt sich der Werth von 61, nämlich 

(15.) c,= .,(^)+,,(M)+...+ ..(^fi^^), 

(16.) « = M+'T'[»..(«-^)-i',(^)]- 

Entsprechend finden wir mit Benutzung der im vorigen Paragraphen einge- 
führten Zeichen 

,.. = ...+'Y'[.,(.-i^)-.,(^)] 

= P2U+ Z ^aU T^j-G^, 

y=i ^ n ^ 



wenn wir 
setzen. 



(18.) G, = 'TV,(^) 



§. 3. Auflösung der Transformationsgleichungen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen können wir jetzt sehr leicht f^if 
und p^u als Summen von n^^^ Wurzeln aus rationalen Ausdrücken von Vu 
finden, denn wir haben folgende n lineare Gleichungen mit den n Unbekannten 

1) Pu^G, = P,u+ 2: Pi(jit—=^^\ 

« y=i ^ n y 

.) r(.;^) = ...+7JV-»..(.lü^).' 

Daraus folgt 



.:r-f "■"•' *- 



r\ 
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denn diese beiden doppeltperiodiscben Functionen werden genau an denselben 

Stellen Null und unendlich, haben genau dieselben Perioden, und die Ent- 

l 
Wickelung beider beginnt mit — i-- 

Wenn wir nun aber in den Gleichungen (20.) PiU an Stelle von Pu 
setzen, so kommt 

(i/=l, 2, ... n-l) 



(20^) 



nP 



nP, 



. = .,.+c,+'T'/;(.,^), 



wobei 



G. 



y=n—l 



= £ ".C^)' 



und 



n(<-,^) = e. 









PV 



(._,)/2^w; 






« / 



• • • 



• • • 



' • 



^n^^ Q^^'< \ 



ist. Wir- können also die Grössen 



oder, da 



^3 « = -r ^ ( — ) und 2^3 = 2iia> 

n^ ^n^ ^ 



ist, die damit identischen Grössen 

algebraisch durch die Function PiU und ihre Ableitungen ausdrücken, und 
wenn wir 

u — ^-^ = 11—2^(0 

6 



n 
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* = L L 



■ -t 



B« • 



»« 



I* • — 



-4=»K t. 2. . «-l 



i"« 



ma iBBe 



AM 



19/. dass 

die 



M -lASaw KT 3i^v!9UK ^mdsi 






^IK • 



) 



fie 



Itc 



S2«t 









r««r 



*1<^ * 



' \ 






1Ä*-^« 



4»! 



«t« 



weBB 
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wir daselbst piU statt Pu und in Folge dessen p^u statt P2U setzen. Dana igt 
nämlich 

also 

oder da 

ist, 

Ist nun v' = fi— V, so wird 

Wir können also in dem Sammenausdruck von Gleichung (23.) immer je 
zwei Grössen p^ ft^— — ??_^ ^j^^j y^ ^^-r ^ einander zuordnen, deren 

Summe nach der Formel 

p[u+v)+p[u-f>) (j^-^pvy 

als rationale Functionen von fi\j-^~J und p( — —J darzustellen ist. Diese 

beiden Grössen sind aber selbst wieder rationale Functionen von p{—y und 

p(—-)^ Grössen, welche nach Voraussetzung bekannt sein müssen. Dass die 
beiden Constanten 

G, = 'Tp.(^) und G, = 'Tp,(-^) 

rationale Functionen von ff^\-—) und p(j—) sind, bedarf nach dem Vor- 
hergehenden keines Beweises. 

Wir können daher, wenn p( — j und P\^ J gegeben sind, n rationale 

ganze Functionen ton p^u und p\u bilden, aus deren n*^ Wurzeln die 

6» 
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Grössen 

' p(±), p(-l_^), ... p(iL-lC!Lz:l>) 

linear zusammengesetzt sind; und ebenso können wir n rationale ganze 
Functionen eon pu und P'u bilden^ aus deren n^^ Wurzeln 

linear »usammengesetit sind. 

Freibarg i. Br., den 8. October 1872. 
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lieber die Transformation der £lasticitätsgleichungen 
in allgemeine orthogonale Coordinaten. 

(Von C. W. Borchardt.) 



W ir verdanken Lame ein wichtiges Resultat in der Theorie der 
Elasticität fester isotroper Körper*), welches die Transformalion der Diffe- 
rentialgleichungen für die elastischen VerrOckungen in ein System allgemeiner 
orthogonaler Coordinaten betrifft. 

Dies Resultat, welches er im LiouviUeschen Journal 1841 p. 52 und 
in seinem berühmten Werk „Lebens sur les coordonnees curvilignes^ p. 290 
vermittelst einer langen, aber mit gewohnter Meisterschaft angelegten Rech- 
nung hergeleitet hat, lässt sich in einer Form aussprechen, welche an Ein- 
fachheit nichts zu wünschen übrig lässt. 

Es seien x^ y^ z die rechtwinkligen geradlinigen Coordinaten eines 
Punktes eines festen elastischen Körpers im Zustande des ursprünglichen 
elastischen Gleichgewichts, x-\^Uy y-^-^y J5 + t^ nach geschehener elastischer 
Deformation, dann liängt, wie man weiss, die Bestimmung von Uy e, tc von 
drei für den ganzen elastischen Körper geltenden simultanen partiellen linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung und von drei für die Oberflache des 
Körpers geltenden Grenzbedingungen erster Ordnung ab. Bildet man von 
den drei Verrückungen u, v, w die neun Ableitungen ' nach x, y, z^ und 
aus diesen die sechs Grössen 

du dv dto 

dx ' oy ' dz 

und 

welche man mit Herrn Saint- Yenant **) die drei Dilatationen und die drei 
Gleitungen nennen kann, so sind für elastische Körper jeder Art die Grenz- 
bedingungen durch diese sechs Grössen selbst und die partiellen Diiferential-r 



*) d. h. deren Elasticität unabhängig von der Richtung ist. 
**) Lioumlles Journal 1863, pp. 260, 262. 
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gleiohuugen durch die nach Xy y , z genommenen Differentialqaotienten der- 
selben darstellbar. 

Aber im Fall der Isotropie giebt es für die partiellen Differential- 
gleichungen eine einfachere Form. Betrachtet man ausser den sechs Dila- 
tationen und Gleitungen die drei doppelten Componenten der Elementar- 
Rotation 

wr de dw ,/ dw du „, du dv 



ö» dy ' dx dz ^ dy dx 

und bildet aus den drei Dilatationen die Yolumen-Dilalation 

P ~ 'd^'^^^'di'' 

so haben die partiellen Differentialgleichungen der elastischen Yerrfichungen 
isotroper Körper die charakteristische Eigenschaft, sich aus den Differential- 
quotienten der vier Verbindungen p^ Uy V, W zusammensetzen zu lassen. 

Dies vorausgesetzt lässt sich das ZameschQ Resultat so aussprechen, 
dass die auseinander gesetzte charakteristische Eigenschaft der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen auch für krummlinige orthogonale Coordinaten bestehen 
bleibt. Bildet man für ein allgemeines orthogonales Coordinatensystem die 
Ausdrtlche der Volumen-Dilatation und der drei im Sinne der wachsenden 
Coordinaten genommenen Componenten der Elementar-Rotation, so lassen sich 
aus diesen vier Grössen und deren Differentialquotienlen nach den drei Coor- 
dinaten die partiellen Differentialgleichungen der elastischen Verrflckungen 
isotroper Körper zusammensetzen. 

Es leuchtet ein, dass ein Resultat, welches sich so einfach aussprechen 
lässt, ohne Aufwand von Rechnung herzuleiten sein muss. 

Jacobi hat gezeigt*), dass die Transformation in allgemeine und 
namentlich in orthogonale Coordinaten für die aus der Variation eines mehr- 
fachen Integrals hervorgehenden partiellen Differentialgleichungen erheblich 
vereinfacht wird, wenn man dieselbe nicht an der Differentialgleichung, sondern 
an dem Integral ausfOhrt. 

Diesen von Jacobi fOr Probleme mit einer abhängigen Variable aus- 
einander gesetzten Gedanken hat Herr Carl Neumann auf das in der Elasticität 
isotroper Körper vorkommende Problem mit drei abhängigen Variablen aus- 



Bd. 36 p. 113 dieses Journals. 
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gedehnt *). Aber in dem vorliegenden Falle reicht die JacofriSGhe Methode 
allein nicht aus, um für die von Lami gefundene Form der iransformirten 
Gleichungen eine befriedigende Herleilung zu ergeben. Es bilden nfimlich 
die Dilatationen und Gleitungen einerseits, die Elementar-Rotationen andrerseits 
zwei Gruppen von Grössen, für deren jede eine besondere und sehr einfache 
Art der Transformation besteht. Vermischt man dagegen beide Gruppen, so 
kann man in der Transformation solcher gemischter Grössen kein einfaches 
Gesetz mehr erkennen. 

Auf den folgenden Seiten werde ich zeigen, dass wenn man beide 
Gruppen gehörig trennt und überdies bei der Transformation der Coordinaten 
in einander die totalen Differentiale anstatt der partiellen Differentialquotienten 
in Betracht zieht, das Lamesche Resultat fast ohne Rechnung erlangt wird. 

1. Die Grundgleichung der Elastidtät, ihre Umformung im Fall der 
Isotropie. Die Gleichungen der Elasticität sind von Green auf eine einzige 
Gleichung zurflckgeführt worden, welche ausdrückt, dass die Variation eines 
dreifachen Integrals dem Moment der gegebenen Kräfte gleich ist. Werden 
die Verräckungen als unendlich klein behandelt, so heisst für den Fall iso- 
troper Körper diese Grundgleichung in der Kirchhoffschen Bezeichnung**) 

(1.) dP = K(fn. 
Darin bedeutet 

'^ '^ \==:JdTlX(fu+Ydv + Z(fw]+Jd(v[{X)du + {Y)ife + {Z)d^^ 

das Moment der gegebenen Kräfte, und zwar umfasst das Ober die Volumen- 
Elemente dT erstreckte Integral S^^^P die auf alle inneren Funkte des Kör- 
pers wirkenden, das Aber die Oberflächen^EIemente dio erstreckte Integral 
d^^P die auf alle Punkte der Begrenzung des Körpers wirkenden Kräfte. 
S2 bedeutet das Integral 

n =ydT\Q-{ep'-i8p\ 

(2.) [^ = \di)+i.Ty)'^y^di)+^\^^ 



*) Bd. 57 p. 281 dieses Journals. 
**) Bd. 40 p. 55 dieses Journals. 
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K und KO sind die beiden Conslanten der Elasticität. Das in dem Integral 
£1 vorkommende Glied —%spy welches sich in den Kirchhoffschen Unter- 
suchungen nicht findet, ist hinzugefügt, um den von Duhamel und Herrn Frarns 
Neumann untersuchten Fall mit zu umfassen, in welchem eine in den einzelnen 
Theilen des elastischen Körpers ungleich vertheilte Erwärmung 

zu den elastischen Deformationen mitwirkt. Die als Factor dieses Gliedes 
auftretende Conslante g hängt durch die Gleichung 

9 = 2(l+3ö)e 

von dem linearen thermischen Ausdehnungscoefficienten e des elastischen 
Körpers ab*). 

Reducirt man nach den Vorschriften der Variationsrechnung die 
Variation dS2 auf ihre einfachste Form 

wo (J^^^ den aus einem Volumen -Integral, J^^^ den aus einem Oberflächen- 
Integral bestehenden Theil der Variation bezeichnet, so spaltet sich die Grund- 
gleichung (1.) in die beiden Gleichungen 

Die letztere, welche die drei Bedingungen für die Oberfläche des elastischen 
Körpers in sich fasst, ist im Allgemeinen einer weiteren Vereinfachung nicht 
fähig. Die erstere dagegen, welche die drei partiellen Differentialgleichungen 
in sich fasst ^ lässt eine wesentliche Vereinfachung zu und zwar durch eine 
Umformung von J^^^i2^ welche iml der oben erwähnten im Falle der Isotropie 
eintretenden charakteristischen Eigenschaft der partiellen Differentialgleichungen 
gleichbedeutend ist. 
Setzt man 

wo U, V, W wie oben die 'doppelten Componenten der Elementar-Rotation 

TT — ^^ ^^ r __ ^^ ^** M/' — ^^ __ ^P 

""ÖS dy ^ " dx ö« ' "" ^y ^^ 



*) Man vergleiche Franz Neumann die Gesetze der Doppelbrechung des Lichts in 
comprimirten oder ungleichförmig erwärmten unkrystallinischen Körpern. Abhandlungen 
der Berliner Akademie aus dem Jahre 1841 p. 100, woselbst d = i angenommen ist. 
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und 9, IB, a die Functional-Determiuanten zweiter Ordnung 

m — ^P ^^ _ ^^ ^^ Ol __ ^<^ ^«^ _ dto du ^ __ du de du dv 
dy dz dz dy ^ ~" dz dx dx dz ^ "~ dx dy dy dx 

bedeuten, so kann man (S unier der Form 

darstellen. Fährt man neben i2 die neuen Integrale 

12'=yrfr{25 + (l+öV-9*W, r=^fdT® 
ein, so hat man 

Das Integral F ist aber kein dreifaches oder Volumen-Integral im eigentlichen 
Sinne, sondern ein Oberflächen-Integral. Wie nSmlich ein einfaches Integral 



Z'^-^' 



unter welchem ein Differentialquotient steht, kein eigentliches Integral ist, 
sondern nur von den an den Grenzen der Integration stattfindenden Werthen 
der Function / abhSngt, so ist allgemein ein nfaches Integral 

fdx,...dx,m = /rfX|...rfar,|^^^, m<n 

J " y ' '*o(X^...XnO 

unter welchem eine nach m der n Integrationsvariablen 2^1, ... x^ genommene 
Functiofial-Determinante S)? steht, kein eigentliches »faches Integral, sondern 
höchstens ein it—lfaches. Denn da 9)2 auf die Form 



g„^ö(^_^ö(^^ ^ 



dm 



dx, ^ dx, ^ ^ dx^ ' •'•'> g df, 

dXfji 

gebracht werden kann *) , so ist das betrachtete Integral nicht von den 
Werthen der Functionen /j, ... f^ innerhalb des ein »faches Continuum bildenden 
lotegrationsbereichs, sondern nur von den an den Grenzen des Continuums 
stattfindenden Werthen abhängig. Unter diese Categorie fällt ffir n = 3, m=2 
das Integral**): 

*) Jacfßbi, theoria novi multiplicatoris Bd. 27 p. 203 dieses Journals. 
**) Der Werth von F als Oberflächen-Integral wird durch die Formel 

2F = /(/(w{[tt.p — £M]cos(v,a;) + [c-p — *t?]co8(v,y) + [tt?p — *M?]co8(v,»)} 

gegeben, wenn man für irgend eine Function f von x, y, z mit if den Ausdruck 
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also ist r und mithin auch dl' ein blosses Oberflächen-Integral *). Mit Be- 
räcksichtigung der Gleichung 

und wenn man die Theilnng der Variationen d in die Theile 3^^^ und ^^ 
auch ffir die übrigen Integrale durchführt, ergiebt sich daher d^U^ =■ und 

Durch diese Umformung geht (1°.) in <P^P = K^^^n' über. Es giebt 
also im Faü der Isotropie folgende vereinfachte Form^ unter welcher sich die 
partiellen Differentialgleichungen der Elasticität in eine Gleichung zusammen- 
fassen lassen: 

(3.) ^^^P = IfJPJß', 



n'=fdT\2%+ii+0)p'-^sp 

(4.) u^-u^+y+^-i^-^y+i^-^Mt-^y 



_ du dv . dvD 



dx dy ö» 

2. Transformation der linearen Dilatationen. Im Folgenden werde ich, 
wie bereits in §. 1, den Buchstaben e als Operationszeichen für die elastischen 
Variationen brauchen, sodass, wenn / irgend eine Function der Coordinaten 
bedeutet, f+^f den Werth von f nach geschehener elastischer Deformation 
bedeuten soll. 

Die in unendlich kleiner Entfernung vom Punkte {Xy y, i) stattfindenden 
Yerrückungen kann man bekanntlich aus zwei Arten von Veränderungen des 
Elementes dT zusammensetzen, von welchen die erste Art in den linearen 
Dilatationen ohne Drehung besteht. 

Es seien x\ y\ z' die Coordinaten eines zum Element dT gehörigen 
Punktes in seiner ursprünglichen Lage , r die LSnge der von {x, y, ss) nach 
{Xy y\ js') gezogenen Geraden, a, a^ , a^ die Cosinus der Winkel, welche diese 
Gerade mit den Richtungen der wachsenden x^ y^ 2 bildet. Bei der elastischen 
Deformation verwandle sich r in r-^ar, so ist bekanntlich die lineare 



und mit (y, x\ (y, y), (y, «) die Winkel bezeichnet, welche die nach Aussen gerichtete 
Normale des Oberflächen-Elements dia mit den positiven Seiten der Coordinatenaxen bildet 

*) Der besondere Fall, in welchem sich das Integrationsgebiet von J" noch weiter 
einschränkt, kommt hier nicht in Betracht. 
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€r • 

Dilatation — durch die Gleichung 

r * 

-^ = -Ta.rÄiOfjb (i, Ä = 0, 1, 2) 

gegeben, wo 

a'' + a] + al = 1 
und 

du ^ ^^ ^^ 

Die beiden in dem Integral Q vorkommenden Ausdrficke (S, ^ lassen sich 
in den Coefficienten a.^ in der Form*) 

darstellen, sie sind simultane Invarianten der beiden quadratischen Formen 

ik % 

und bleiben daher fär alle orthogonalen Transformationen unverändert, d. h. stellt 
man die lineare Dilatation in irgend einem gerad- oder krummlinigen ortho- 
gonalen Coordinatensystem unter der Form 

dar, wo ß^ ßi^ /?2 die diesem Coordinatensystem entsprechenden Richtungs- 
cosinus bedeuten, so haben @ und p in den Grössen bik dieselben AusdrOcke, 
wie in den Grössen a»*. 

Es seien ^^ (»1, Q2 drei Functionen von x^ y^ z, welche ein ortho- 
gonales Coordinatensystem bilden, also dif^ d()i^ dQ2 lineare Functionen von 
dxy dyy dss, welche der Gleichung 

genügen. 

In dem geradlinigen rechtwinkligen Coordinatensystem der x^ y, z 
sind u, f), w zugleich die elastischen Variationen der Coordinaten und die 



*) In den im Folgenden yorkommeuden einfachen oder Doppel-Summen sind dem 
Index i oder k oder beiden die Werthe 0, 1, 2 beizulegen. 

7» 
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Yerrückungeii im Sinne derselben. Im System der (), (>i, p2 ist dies nicht 
mehr der Fall, hier stehen die elastischen Variationen ep, «pi, «92 der Coor- 
dinaten und die Verräckungen R^ Ri^ R2 im Sinne der wachsenden p^ pi, ^2 
durch die Gleichungen 

in Verbindung mit einander. 

Die Coordinaten der beiden unendlich nahen Punkte (x, y, z) und 
(x'^y'fZ) im neuen Systeme bezeichne ich mit (), pi, (>2 und q\ pi, Q2I dann 
ist ihre Entfernung r durch die Gleichung 

-' = (^)'+(^)'+(^y 

gegeben. Nach geschehener elastischer Deformation geht r^ in 

f^M^^\^ - ^ g-g+^g^- ^gV. / e;-e.+f ( >;-*g. V. ^ e;-e«+^e;-^g. Y 

über. Von den drei Brüchen, deren Quadrate die rechte Seite dieser Glei- 
chung bilden, transformirt man den ersten, da die elastischen Variationen als 
unendlich klein zu behandeln sind, vermöge der Gleichungen 



in 



«A ~ V "^ öp A / A "^ öp, A "^ oft A 



Indein man diesen Ausdruck und die beiden ähnlich gebildeten in die 
obige Gleichung fflr das Quadrat von r-\-ir einsetzt, ergiebt sich für die Di- 



latation — das Resultat 

r 



r \k 



"WO 






/i< = -^^, /3'+/?I+/^=l. 



Borchardt, Transformalion der Elasticitätsgleichungen. 53 

Da 6 und p dieselben Ausdräcke in bf^ wie in a^^ haben, so ist 

ik t 

Hiermit sind die im Integral S2 vorkommenden Grössen in das Coordinalen- 
system der q^ (>,, (>2 transformirt, und der nene Ausdruck dieses Integrals 
wird, wenn man zur Abkürzung 

r, = fß, 
setzt, der folgende: 

rK. \ Ire x^j.? j. ^^i i ^ dhi , ,/Äi dXk . A* ör A 

(5.) ^e = -i6«, 6, = -^-_^-^r», b^ = ii^-^+-^J, 

3. Transformation der Elementar-Rotationen. In diesem Paragraphen 
soll die durch die elastischen Deformationen bewirkte zweite Art von Ver- 
änderungen des Volumen-Elementes dT betrachtet werden, welche in einer 
Drehung des Elementes ohne lineare Dilatationen besieht. Die doppelten 
Werthe der drei Componenten dieser Drehung um die Axen der x^ y, z sind 

dz dy ^ "~ öa: öa ' dy dx ^ 

daher ist das Quadrat der ganzen Drehung identisch mit der im Integral S2^ 
vorkommenden Grösse ^, welche durch die Gleichung 

deGnirt wurde. Diese physikalische Bedeutung lässt schon von vorn herein in 
^ eine Invariante bei der Transformation in allgemeine orthogonale Coordinaten 
erkennen, aber der invariantive Charakter von ^ ist verschieden von dem der 
oben transformirten Grössen (S, p. Die weiteren Entwickelungen werden 
zeigen, dass die beiden Arien der In Variabilität in einem adjungirlen Ver- 
hältniss zu einander stehen. 

Betrachtet man neben den Differentialen der Coordinaten irgend eine 
andere Art unendlich kleiner Aenderungen, welche die beiden Grössensysteme 
X, f/y z und (}, (>|, (>2 gleichzeitig erleiden, und bezeichnet diese Aenderungen 
mit dx, dy^ dz und öq, (T(>i, Sq^^ so stehen diese Variationen in denselben 
linearen Beziehungen zu einander, wie die Differentiale, sie erfüllen daher 
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auch die nämliche Bedingung zweiten Grades, und man hat gleichzeitig 

Aus der Uebereinstimmung der linearen Beziehungen folgt überdies, wie man 
sich leicht .überzeugt, die dritte Gleichung 

dxdx+dydy+dz^z = i|^+-^+ ^. 

Multiplicirt man die beiden ersten dieser drei Gleichungen unter Anwendung 
der bekannten Formel für die Darstellung des Products zweier Summen dreier 
Quadrate als Summe von vier Quadraten und zieht von dem Resultat die 
quadrirte dritte Gleichung ab, so ergiebt sich 

wo 

Ji^dydz — dssSy, 'J) = ds^x—dx^Sy S^dxSy—dydxy 

^- p; ' ' hh^ ' ^'"" aä; 

Indem man in 

dxdx+dySy+d,d^ = ^^Je^^de^ 

die Variationen d in elastische Variationen e übergehen lässt und 

setzt, erhält man 

udx+edy + wds = odQ + OidQi+aidQz 
oder, wenn man zur Abkürzung 

f{dx) = fidJ5+f?rfy-|-forfa, 9{d(f) = adQ+OidQi+OzdQi 

setzt, 

' ndx) = g{dQ). 

Diese Gleichung wird durch die linearen Beziehungen zwischen dx^ dy, dz 
und d(f, d^i^ dQ2 identisch befriedigt, sie besteht daher auch, wenn für die 
Differentiale Variationen gesetzt werden, man hat also 

Indem man die erste dieser Gleichungen variirt, die zweite differentiirt und 
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aus beiden Resaltaten die Differenz bildet, ergiebt sich*) 

$r{dx)-'df{dx) = S9idQ)^dgidQ) 
oder in entwickelter Form 

wo 

®=*.*'(t-^)' ^•-'»'(t-t)' ®'=**'(^-^> 

Aber man hat folgenden bekannten algebraischen Satz: 
Sind X, ?), 3 ^^^ 31, 9li, 9I2 zwei Systeme von Variablen, welche 
linear von einander abhängen und zugleich der Bedingung 

genügen, und stehen diese beiden Systeme mit zwei anderen Systemen U, V^ 
W und @^ @i, @2 durch die identische Gleichung 

in Verbindung, so sind die neuen Systeme ebenfalls linear von einander ab- 
hängig und genügen ebenfalls der Bedingung 

Hiermit ist die Transformation von 

in die neuen Coordinaten ausgeführt, die Grössen 4@, ^<Si, i@2 sind, wie 
man sich leicht überzeugt, die Componenten der Elementar-Rotation um die 
Richtungen der wachsenden q, ()i, ^2- D& P bereits in §. 2 transformirt 
worden ist, so sind jetzt alle in das Integral 12' eintretenden Grössen in die 
neuen Coordinaten ausgedrückt, und es ergiebt sich für i2' der Werth 

(6.) J4s=^®;. ®, = *.*,(^-^), 






WO ikl eine positive Permutation der Indices 012 bedeutet. 

Der Transformation für die Verrückungen, welche in der oben ge- 



*) Man vergleiche die Abhandlung des Herrn L%p$ck%t%, Bd. 70, p. 77 ditses Journals. 



56 Borchardt, Transformalion der ElasUcitätsgleichungen. 

brauchten Gleichung 

R 

udx+edy + wdz = SOidOi =£ -v^dQ^ 

enthalten ist, lasst sich eine ähnliche fär die Momente der gegebenen Kräfte 
an die Seite stellen, nämlich 

und man transformirt demgemäss die Momente der gegebenen Kräfte durch 
die Gleichungen 

(7.) / ^ -^ •' ^•• 

( (J(^)/> =JdT[Xdu+ Ydv + ZJir] =y'dTi;P,hM' 

wo P^ und (PJ die Componenten der gegebenen inneren und äusseren Kräfte 
im Sinne der wachsenden q^ bedeuten. 

4. Die partiellen Differentialgleichungen und Bedingungen für die 
Oberfläche in allgemeinen orthogonalen Coordinalen. Um die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen und Bedingungen fär die Oberfläche in fertiger Form zu 
erhalten, kommt es jetzt noch auf die Entwickelung der Variationen (T^^^i2 
und d^^^iX an. Ist ein Integral 

. i2=/rfr/'(...(,....v..^...), rfT=^-^ (.•,Ä=0,l,2) 
vorgelegt, so ist bekanntlich die schliessliche Gestalt seiner Variation 



wo 

' " dir '"^ g dXi 

und (Vy (f„) den Winkel bedeutet, welchen die nach Aussen gerichtete Normale 
des Oberflächen-Elements dcv mit der Richtung der wachsenden (fi^ bildet. Daher 
hat man 



(f^^n = 2:/diodx,Js-^ncos{v,Q,), 



wo 

Ebenso hat man 
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F = 2gf+(l+öy-g»p, 



Setzt man m f ffir @ und f ihre Ausdrücke 

eiD^ so ergeben sich für die in (T^^^i2 vorkommenden Ableitungen fl, fi von 
/ die Werthe 

und daher 

(y(')i2 = 22;yrfai-i^c^cos(i^,pO^ 
wo 

Substituirt man diesen Werlh von d^^S2 und den Werth (7.) von d^^^P in 
die Grandgleichung 

fflr die Bedingungen an der Oberfläche, so erhalt man die drei Bedingungs-7 
gleichnugen för die Oberfläche, in den neuen Coordinaten ausgedrflckt, in der 
sie alle drei darstellenden Form: 

1 

wo ikl eine Permutation der Indices 012 bedeutet und 

ein Resultat, welches, wenn 9 = gesetzt wird, mit den Lam^schen Formela 
p. 281, 282 seiner Le9ons sur les coordonnees curvilignes übereinstimmt. 
Setzt man in F für 5 und p ihre Ausdrücke 
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WO ikl eine positive Permutation von 012 bedeutet, und fuhrt die Grösse 

q = 2{i+0)p-Q8 

ein, so ergeben sich für die in S^^^Sl' vorkommenden Ableitungen F', F/, F; 
von F die Werlhe 

wo {ikl) die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem ikl eme po- 
sitive oder negative Permutation von 012 ist. Demnach erhalt man fär 
d^^^S2' den schliesslichen Ausdruck: 

Substituirl man diesen Werth von cJ^^^ß' und den Werth (7.) von d^^^P in 
die Grundgleichung 

für die partiellen Differentialgleichungen, und setzt fest, dass ikl eine positive 
Permutation von 012 sein soll, so ergeben sich die drei partiellen Differen- 
tialgleichungen, in den neuen Coordinaten ausgedrückt, in der sie alle drei 
darstellenden Form: 

,Q > ö ®* d ®i Ä, dq , i P, 



ÖQi hk ÖQk hl hkhi ÖQi K hkhi ' 

WO ikl eine positive Permutation von 012 bedeutet, und 

Diese Gleichungen stimmen, wenn « = gesetzt wird, mit den I.am^schen 
Systemen (25.), (26.), (27.), p. 290, 291 seiner Le90ns sur les coordonnees 
curviiignes überein. 

Berlin, im Januar 1873. 
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Ergänzung zu dem Aufsatze ,,Ueber die Formen 

der Curven dritter Ordnung*^^ 

Bd. 75 pag. 153. 
(Von Herrn H. Duräge in Prag.) 

Xfei der Aufzählung der möglichen Gestalten, welche die allgemeinen 
Curven dritter Ordnung annehmen können, findet sich pag. 158 eine Lücke, 
indem eine Curvenform und die dazu gehörige Uebergangsform fehlt. Diese 
Lücke ist dadurch entstanden, dass ich voraussetzte, es könne niemals ein 
Curveutheil ganz frei von Asymptoten sein, sondern es müsse ein einen Theil 
einer Curve dritter Ordnung bildendes Oval immer imaginäre Asymptoten 
haben; was in der That nicht richtig ist. In dem so eben ausgegebenen 
ersten Hefte des sechsten Bandes der „mathematischen Annalen^ hat Herr 
Schröter eine Curve dritter Ordnung besprochen und auf pag. 102 abgebildet^ 
welche drei reelle Asymptoten und ausserdem ein Oval besitzt. Hier tritt 
wirklich der Fall ein, dass ein Oval gar keine ^ auch keine imaginären 
Asymptoten hat. Das würde natürlich unmöglich sein, wenn das Oval fQr 
sich allein eine vollständige Curve bildete. Es geht also hervor^ dass in 
Bezug auf das Vorhandensein imaginärer Asymptoten die Curven nur im 
Ganzen betrachtet werden dürfen. 

Man hat demnach bei denjenigen Curven dritter Ordnung, welche aus 
zwei abgesonderten Theilen bestehen, zwei Fälle zu unterscheiden: entweder 
schliesst der eine Theil sich der einen, der andere den beiden anderen 
Asymptoten an, oder alle drei Asymptoten gehören zu demselben Theile. 
Der für den ersten Fall im Texte gegebene Beweis, dass eine aus zwei 
Theilen bestehende Curve dritter Ordnung der ersten Gattung angehören muss, 
behält dann auch fflr den zweiten Fall seine Gültigkeit und zeigt, dass der 
den Asymptoten angehörende Theil derjenige ist, von dessen Punkten lauter 
reelle Tangenten ausgehen, und der mit U bezeichnet wurde. Dieser zweite 
Fall bietet aber nur daun eine besondere Curvenform dar, wenn keine ima- 
ginären Asymptoten vorhanden sind. 

Hienach sind den pag. 158 angegebenen, die erste Gattung bildenden 
Curvenformen noch die folgenden zwei hinzuzufügen: 

8» 
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Drei gerade Asymptoten, Der Theil U besteht aus drei ins Unend- 
liche gehenden Stücken; je zwei nicht demselben Stucke angehörende Aeste 
schliessen sich der nämlichen Asymptote an. S bildet ein Oval. 

Eine gerade und eine parabolische Asymptote. (Uebergangsfall.) Der 
Theil U besteht aus zwei ins Unendliche gehenden Stocken; der eine Ast 
jedes Stockes schliesst sich der geraden, der andere der parabolischen 
Asymptote an. S bildet ein Oval. 

Ich ergreife diese Gelegenheit, um hier zu erwähnen, was mir bei 
Abfassung des Aufsatzes unbekannt war, dass die Trennung der allgemeinen 
Curven dritter Ordnung in die beiden sowohl durch ihre Form^ als auch durch 
ihre Tangenteneigenschaften sich unterscheidenden Gattungen schon früher von 
Herrn Cremona aufgestellt wurde in der Abhandlung: Considerazioni sulle 
curve piane del terz' ordine (Battaglini. Giornale di matematiche. Tom. II. 
pag. 78). In dieser Abhandlung ist unter Anderem auch gezeigt, dass die 
beiden erwähnten Curvengattungen analytisch durch das Vorzeichen der Dis- 
eriminante R charakterisirt werden. 

Prag, 13. Januar 1873. 



4 



61 



Eine neue Theorie der Convergenz und Divergenz 

von Reihen mit positiven Gliedern. 

(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Freiburg i. Br.) 



Einleitung. 

Xf ei. Untersuchungen über bedingte Reihenconvergenz kam ich öfters 
in die Lage, mit Jleihen mich zu beschäfiigen, deren Glied die Form hat: 

wo lim. tTp Null oder unendlich und lim./(p) nicht unendlich ist. Nun, einmal 
auf diese Reihe aufmerksam geworden, entging es mir nicht, dass aus ihren 
unschwer zugänglichen Eigenschaften die ganze gegenwärtige Lehre von 
der Convergenz und Divergenz der Reihen mit positiven Gliedern und noch 
manches Weitere mit grossester Natürlichkeit fliesst, so dass es mit Hülfe 
obiger Form des Reihengliedes, ein Leichtes ist, jener Lehre durch strengere 
Begründung und durch sachgemässe Verknüpfung ihrer Theoreme den bis jetzt 
ihr fehlenden Charakter einer mathematischen Theorie zu verleihen. 

Zur Prüfung einer Reihe auf ihre Convergenz oder Divergenz dient 
in den Fällen, wo ihr Glied Up nach Factorenfolgen fortschreitet, und es 
schwierig wird, die Abnahme des Gliedes selbst gehörig beurtheilen zu können, 

die Untersuchung der Veränderung von -^^, weil aus diesem Verhältniss die 

Up 

Factorenfolgen häufig herarusfallen. Dem entsprechend wollen wir Criterien erster 
ArtsfSlche nennen, die sich auf Untersuchung der Veränderung des Gliedes selbst, 
Vp^ der Reihe beziehen, und Criterien zweiter Art, solche die das Verhältniss 

-^^ betreffen. Ausser diesen Benennungen führe ich gleich die Bezeich- 

Up 

• nungen ein: 

p = lop, ' \ogp =• lip, log(logp) =/,/>, ... 

L^\P) = Lphp...lr^ipl^p. 

Die bekannten Criterien erster Art lassen sich stets auf die Unter- 
suchung des Limes von: 

e^Pu^, u,L\^^[p) 
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zurückführen. Das Cauchysche auf lim.l-y^ 1 f bezügliche Criterium *) 

und die ihm nachgebildeten schärferen Criterien direci, wie Herr Bertrand 

gezeigt hat **), und das auf uj^ bezügliche Cauchysche Criterium hat sein Ent- 
decker selbst zurückgeführt auf das Criterium zweiter Art, welches den 

lim.-^^^^ prüft***), ein Criterium, das seinerseits ohne Mühe als mit dem 

Up 

Criterium e-'*Up gleich werlhig erkannt wird. 

Parallel den obigen logarithmischen Criterien erster Art' sind die lo- 
garithmischen Criterien zweiter Art ermittelt worden, welche die Untersuchung 
des Limes von: 

L9Kp)-L9\p+i)^ 

Up 

verlangen. Das erste dieser Criterien (für r = 0) ist von Raabe f ) entdeckt, 
von Duhamel \'^) wieder entdeckt worden, und Herr Bertrand, der zum 
RaabeBchen die schärferen Criterien hinzufügte, hat auch in einigen Fällen 
die logarithmischen Criterien zweiler Art auf die erster Art zurückgeführt 
(1. c. pag. 48). 

Neben den bisher angeführten und mit ihnen noch fast ausser Zu- 
sammenhang bestehen die bald nach dem /iaa66schen veröffentlichten allge- 
meinen Kummersc\\e\i Criterien f f f ), die ihrer Form nach gemischte Criterien 
erster und zweiter Art sind. Das ^«immersche Convergenzcriterium lautet: 
„Die Reihe 2:Up ist convergent, wenn es gelingt, eine Function ff^{p) zu 

finden, der Art, dass lim.y(/?jWp = 0, Wm.^ip^p)-^ — 9^(/^+l)) nicht Null 

ist.^^ Das i2aa6escbe Criterium hat Herr Kummer allerdings aus seinem Cri- 
terium gefolgert, allein bis jetzt ist die wahre Bedeutung des zweiten Theiles 
des /Tt/mnterschen Criteriums als nothwendige allgemeine Form aller Criterien 
zweiter Art, welche gerade die Untersuchung von \im, Up(p{p) überflüssig 



*) Analyse alg^brique, 1821, pag. 137. 
**) Liouvilles Journ. 7, pag. 37. 



***) Analyse algöbr. p. 59. 

f) Dieses Journal, Bd. 11, Zeitschr. f. Math. u. Phys. von Ettingshausen und 
Baumgärtner ^ Bd. 10. 

ff) Lionvilles Journ. Bd. 6. 

fff ) Dieses Journal, Bd. 13. 
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macht, schwerlich erkannt. Wenigstens sagt Herr Bertrand in seiner Differential- 
rechnung Ober das Kummersche Criterium ^) : «,Cette methode se distingue des 
regles precedentes par la grande indetermination, qu'elle laisse subsister dans 
le mode d'application , et qui souvent est un avanlage pour ceux qui savent 
habilement en profiter.^^ Aber die Theorie lehrt gerade, dass gar keine Un- 
bestimmtheit in der Art der Anwendung des Criteriums vorliegt, und dass 
man praktisch für die Function (p jetzt nur die Wahl der in den logarithmischen 
Criterien zweiler Art auftretenden Grössen L^^ip) hat, während der Art. VII. 
und die Analyse der Art. IX. sqq. freilich weiterhin zeigen, wie das in Rede 
stehende Criterium auch alle möglichen Criterien zweiter Art umfassen müsste, 
welche schärfere PrQfuugen gestatteten, als die jetzt mit der Function Ur^{p) 
erreichbaren. 

Der Klarlegung dieser Verhältnisse ist das erste Capitel der Abhand- 
lang gewidmet, während das zweite sich mit der eingehenderen Untersuchung 
der Reihen ^x{p){^p'^^p-^i) beschäftigt. Im Anhang zu dieser Abhandlung 
wird gezeigt, dass die logarilhmiscken Criterien nicht ausreichen, um die 
Coneergenz jeder Reihe festzustellen. 

Ich mache auf die in der Natur der Sache liegende dualistische Gegen- 
flberstellung von Convergenz und Divergenz aufmerksam, der zu Folge fast 
alle Sätze doppelt auftreten. 

Auch wenn dies nicht ausdrücklich bemerkt wird, sind die nach dem 
ganzzahlig oder stetig sich verändernden Argument p geordneten Grössenfolgen 
stets so gedacht, dass sie entweder nirgends wachsen, oder nirgends abnehmen. 

Erstes CapiteL 

Ueber die Reihe mit dem 61iede;f(p){tt?p— fr^+i}, wo lim.;^(p) weder Null noch unendlich. 

I. 
Es sei die Differenzenreihe: 

'iXv^(p)-V'(/^+i)) 

vorgelegt. Sie convergirt stets, wenn lim.i//(p) endlich und bestimmt ist, und 
divergirt, wenn V\m.\p{p) unendlich ist. Die etwas allgemeinere Reihe 

-2:^(v(p)-v(;'+i)) 



*) 1. Th., pag. 244. 
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convergirty wenn die Differenzen V^(p) — V'Cp+l) ihr Zeichen nicht wechseln, 
wenn \\m.xij[p) endlich ist, und lim. A^ nicht gleich Null ist. 

Sie divergirty wenn die Differenzen y^{p) — y^(p+i) ihr Zeichen nicht 
wechseln, wenn lim.}p{p) unendlich ist, und lim.A^ nicht unendlich ist. 

Ungewissheit herrscht im Falle lim.ip^p) nicht unendlich und Mm.lp 
Null, oder lin\.ip(p) unendlich und lim.A^ unendlich ist. 

Es kann das Glied jeder Reihe auf die Form 

(1.) «, = * (v/(p)-v/(/»+l)) 

gebracht werden, auch wenn wir, wie dies in diesem Capitel durchweg ge- 

• i 
schehen soll, y- eon Null und Unendlich verschieden annehmen. Dass wir für 

jedes vorgelegte Glied Up die Gleichheit (1.) immer herstellen Itönnen, leuchtet 
ohne Weiteres ein, da wir im Falle der Convergenz der Reihe ^Up setzen 
können V^(/>)=«'p+Wp+i+-> Ap=+l«j im Falle der Divergenz ip(p)=Ui-+U2-\ — h«*;,~i, 

Ap=— 1. Würden wir im Falle der Convergenz ip{p) = u^+U2'\ hWp_i, Ap = l 

gesetzt haben, so wQrde \im.ip{p) von Null verschieden gewesen sein. Es ist 
hier am Ort zu bemerken, dass wir, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, 
in der Umformung (1.) des Reihengliedes stets Im.yj(p) Null oder unendlich 
annehmen dürfen. Denn im Falle ]\m.tp{p) dies nicht sein sollte, kann man 
für yj(p) einsetzen y^i(p) =^ y^{p) — '^{^)^ und \im.rffi(p) ist dann Null. 

III. 
Die Function tp(p) ist das Maass der Convergenz oder Divergenz der 
Reihe ^tip. 

Nehmen wir die Reihe convergeut an, so ist: 

P ^P P '*•» P '^P ^r> 

Von den beiden Gliedern rechts nimmt bei wachsendem p das zweite wegen 
lim.(^^^ — ir)=^^ rascher ab, wie das erste. Die Geschwindigkeit der Ab- 

P so 

nähme des Restes wird also durch die des ersten Gliedes bestimmt, welches 
<len Werth -T-V'(p) hat. Ist daher Äp = ^«p, so ist 

lim. — p-.- 
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weder Null noch unendlich. Nehmen wir zweitens die Reihe divergent an, 

1 1 

und setzen wir üp=fii+i*2H hw^-n so ist Up = -^(ip{i)'-yj(p))^ wo -^ 

11 1 
ein, mittlerer Werlh ausy-, t''>"'1 Mithin ist im Falle der Divergenz 

lim. "^ 



weder Null noch unendlich. 

IV. 

Aus der Umformung «p = -2— (V^Cj^j — vCp+l)) fliessen sämmtliche Cri- 

terien erster und zweiter Art. Die Criterien erster Art erhält man aus der 
Bedingung, dass in 

(l ) !*£ == -L 

Um.yf{p) und lim.-j- nicht unendlich sein därfen, wenn die Reihe sicher con- 

Ap 

yergiren soll, während sie sicher divergirt, wenn lim.^(p) unendlich ist und 
lim.-r-- nicht Null. Die Criterien zweiter Art ergeben sich aus 

(II.) ^Cp)-v>(/>+1) ^ , 

^ ^ Up ' 

wie wir alsbald sehen werden. 

V. 

Wir erledigen zunächst die Criterien erster Art. Führen wir für '^pip) 
eine Folge schwächer und schwächer verschwindender Functionen i/'i, ^'j, . . . 
ein, so wird die Bedingung, dass die rechte Seite in 

Uj, 1 



^P9 



nicht unendlich werden darf, gestatten immer schwächere Grade der Con- 
yergenz zu constatiren, da die Abnahme von ^{p) gleich der des Restes der 
Reihe ^Up ist. Führen wir dagegen für V^(p) ®'"® Folge v^^*^, y/^^^, ... 
immer schwächer unendlich werdender Functionen ein, so wird die Bedingung, 

dass lim.y- nicht Null werden darf, immer schwächere Divergenzen verrathen. 

Ap 

Für die Convergenz ist es am naheliegendsten als Folge der Functionea 
ipi^ 1//,,, . . . diese 

. . ., e-'"^ p-", /p-", i,/>~", ... fii>0 
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zu wählen; und entsprechend für die Divergenz als Folge der Functionen 

^"\ v^% • • . 

am zweckmässigsten, weil wir bis jetzt mit anderen wohl definirten Fanctionen 
keine schwächeren Ab- oder Zunahmen darstellen können, und weil für die 
obigen Functionenfolgen die Grösse y^{p)—y^{p+i) sich darstellen lässt. Be- 
zeichnet man generell *) mit v eine Function mit dem Limes 1, so ist 



P-" -(P+l)~" = ^^P- 



_ __ _ _ _ _m— 1 



Fährt man die Ausdrücke rechts in das Criterium I. ein, so folgt, dass die 
Reihe -2"«^ convergirt, wenn von den Grössen: 

(3.) . . ., fi^e-'^ ttp/^'"^", u^pip'^'^y ^pPlpi2p''^'", . . . m>0 
einmal eine fflr /? = oo nicht unendlich wird, und dass sie divergirt, wenn 
von den Grössen: 

(4.) . . ., fipe-""^ tip/^*"""*, ^pPh^'^'y ^pPtp^P^'"^9 . • . 
einmal eine fär /? = cx) nicht verschwindet. Setzt man in den Divergenzen- 
terien i?t=l, so erhalten sie die gebräuchliche Form: 

(5.) . . ., Uj.e'^, u^, u^py fipplp, . . ., 

die, wie leicht zu übersehen, keine geringere Tragweite hat wie fär jeden 
anderen Werth von m. 

VI. 
Was die Criterien zweiter Art betrifft, so folgen sie aus II. durch 
Einführung einer neuen Function (fip) mittelst der Relation 

V(P) = ^p<P{p\ 
und indem man die über Convergenz und Divergenz entscheidenden Eigen-* 
Schäften der Function y^{p) auf q){p) überträgt. Setzt man u^fpip) in II. ein. 



*) D. h. dass f> ohne Index geschrieben wird, wo dies zu keinen Missverständ- 
nissen Veranlassung geben kann. 

**) Man erhält diese Formel am bequemsten, indem man auf /,p, /,p, ... die 
Pormel /(l-f-u) = wi, wo lim.ti = 0, lim.c = 1, anwendet, z. B. ist: 

/.(P+i)=i.Op+f-)=</.P+^)=/.P+^=^p(i+^^^). 
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80 erhält man 

(II-.) y(p)_9,(p4-l)to = i^, 

in welcher Gleichung also das dem Criterium zweiter Art eigenthQmliche Ver- 

hältniss ^^^^ enthalten ist. 

Indessen so ohne Weiteres wie bei den Criterien erster Art lassen 
sich die Gleichungen: 

(6.) V/(p) = «,y(p), 9{p)-<P{p+^)'-^ = K*) 

ZU Criterien nicht verwenden. Denn da nach dem Obigen die Reihe 2up 
convergirt, wenn \\m.(p{p)Uj, und lim./p nicht unendlich sind, und divergirl, 
wenn lim.itp endlich, \\m,Up(p{p) aber unendlich ist, so ist man scheinbar durch 
die Umformung (ir.) nicht weiter gekommen, da wir für ein gegebenes Reihen- 
glied Upy statt eines, die Grenzwerthe von zwei Ausdrücken zu untersuchen 
haben, von denen der eine sogar genau die Form der Criterien erster Art 
hat. Die obige Transformation wird erst dadurch zu einem Criterium zweiter 
Art, dass, wie im folgenden Art. gezeigt wird, unter Umständen die Unter* 
SQchung des zweiten Ausdrucks diejenige des ersten flberflflssig macht. 

VIL 

Wir nehmen fortan u^ und ip{p) positiv an, so dass Ip mit ^*{p)'-'^{p+\) 
zugleich positiv oder negativ ist. Wenn alsdann lim. it^ positiv ist, so kann 
rp{p) = Up(pp nicht wachsen, und ohne dass es nöthig wäre UpCpp weiter zu 
untersuchen, erkennen wir an der Positivität von lim.A^^ dass die Reihe JTii^ 
convergent* ist. Unendlich darf lim.^^ offenbar auch seip. 

Was den Fall eines negativen lim.A^ betrifft, so wollen wir voraus- 
setzen, es sei durch anderweitige Betrachtungen in Bezug auf eine gewisse 
Function (p{p) (z. B. (p{p) = i) festgestellt, dass keine Reihe 2up conver- 
giren kann, bei der nicht lim.^(j9)tfp = 0. Wird jetzt lim. ^^ negativ, so muss 
y^ip) nothwendig wachsen, d. i. V^(p) — »/^(p + l) muss gleichfalls negativ sein, 

weil ja iip = -r- (v/(pj—*/\p+l)) positiv ist. Dann kann aber lim.i/\';?)=lim.Wp(/)(/i) 

Ap 



*) Bis auf einen kleinen Unterschied io der Form sind dies die Grössen des 
Iftimmerscben Convergenzeriteriums. Der Unterschied in der Form wird gehoben, 

wenn man y-O/'Cp) — V'CP+O) = *'pii und nicht = i/p setzt. 

9* 
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nicht Nall sein, mithin kann ^u^ dann auch nicht convergiren. Dieser Schluss 
gilt offenbar auch, wenn Iini.Ap = — c» ist. Aus der Negativität von lim.kp für 
eine Function 9?(p), bei welcher jede Reihe -S"«^ divergirt, für die nicht 
l\m.(f{p)Up = 0^ folgt also y^(p) ^Vim.UpCpip) == oc^ ohne dass es nöthig wäre 
diese Grösse besonders zu untersuchen. 

In beiden obigen Fällen macht daher allerdings die Untersuchung der 

Grösse (pip)-'(pip+'l)^^ diejenige von 9? (p)«^ überflüssig. Dies Ergebniss 

Up 

fassen wir zusammen in dem Satze: 

E» seien (p{p) und u^ positive Grössen. Ist dann erstens 



\m.(<p{p)-fpip-\-i)^) = \m.l, 



positiv y so ist die Reihe 2up convergent. Es sei zweitens (p{p) so getvä/Ut, 
dass 2Up nur convergiren kann, wenn lim.q){p)Up = ist, so divergirt JSu^ 

allemaly wenn lim \q){p) — (p{ p+i)-^^^J negativ ist, und \im.(p{p)up ist dann 

Up ^ 

unendlich. 

An sich reicht dieser Satz vollständig aus, um mittelst der Criterien 
erster Art jede Schaar von Criterien zweiter Art darzustellen. Indessen stösst 
der Beweis, dass alsdann die so erhaltenen Criterien zweiter Art Oberhaupt 
Entscheidungen liefern (dass Ip nicht immer Null sein kann) auf Schwierig- 
keiten, wie auch die stufenweise Verschärfung nicht klar durchschaut wird — 
was übrigens an allen mir bekannten Convergenztheorien ausgesetzt werden kann. 
Die Brauchbarkeit der Criterien wird eben nicht a priori festgestellt, sondern 
durch den Erfolg an Beispielen *). Wir werden über diese Dingo zur Klar- 
heit gelangen, indem wir tp durch (p und l ausdrücken, so dass wir an diesem 
Ausdruck sofort erkennen, weicher lim.i^ verschiedenen Functionen (p{p) und 
den zugehörigen Functionen Ip entspricht. Einige allgemeine Sätze, von 
denen wir bei dieser Untersuchung Gebrauch machen werden, schicken wir 
vorauf. 



*) Das Kummersche Doppelcriterium trifil dieser Vorwurf nicht. Er führt den 
Beweis, dass seine Criterien bei jeder Keihe ausreichen. Indessen bedarf er zweier 
Criterien von verschiedener Form^ eines fttr die Convergenz, eines für die Divergenz, 
von denen das zweite weder erster noch zweiter Art ist und sich auch nicht in ein 
solches ttberführen lässt. Auf das Kummer%^ht Divergenzcriterium komme ich im 
Art. XVI. zurück. 
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VIII. 
Satz. Wenn die Reihe ^Uj, convergirty und yi^ 7^29 • • • ist eine Reihe 
gegen Null abnehmender Zahlen, so ist 



lim. 



= oo. 



Dies ist evident. 

Satz. Wenn die Reihe 2Uj, ditergirt und die y nehmen wieder gegen 
NuU aby 80 ist auch 



lim. 



= 00. 



Beweis. Wir nehmen natürlich die Reihe im Nenner ebenfalls di- 
vergent an. Hat man nun eine divergente Reihe ^u^, und man bildet die Theile-. 

m n 

SO kann man m und n so gegen unendlich wachsen lassen, dass 

n 

I 

ist. Denn da 2!up = oo ist, so kann man z. B. für jeden beliebig grossen 

Werth von m einen solchen Werth des n angeben, dass 2! Up'^yJSUp) . Nun 
mögen m und n so ins Unendliche wachsen, dass 



bleibt, und m und »j so, dass 






»-?/"«" 



(-fy^O 



bleibt, und N sei stets ^ der grösslen von den Zahlen n, »i. Bringen wir 
jetzt den Bruch, um den es sich handelt, auf die Form 





Hvtp 


N 


l+-7r- 


JSup 

■•+1 


m-fl 


N 


fl» 


lirpUp 

«4-1 


2: Tp^^p 
\ 1 ' 




^ 1 JV 




2:rp^p 

M-fl 



so wird der erste Factor offenbar unendlich und der zweite Eins. Q. E. D. 
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Satz. Wenn die Reihe €ii+t^ + '*- diver girt^ und die Zahlenreihe 
Yi^ /2 9 • • • nähert sich nm wachsend oder nur abnehmend der Grenze y^ , 

so ist: 

p p 

(7.) e' == e ' .x(p\ 

wo x{p) ^^ kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat^ als jede noch so 

p 

niedrige Potenz f>on e ^ *). Denn der Exponent in 

p 

X{P) = e' 

p 
hat nach dem vorigen Satze ein kleineres Unendlich als £Up, mithin aach 

p 
als c£up, wo c eine ganz beliebige Zahl. 

IX. 

Nun eliminiren wir u^ aus '^{p) = Up(p(p)^ ^p = 9 (p) — 7^(^+1 )^^9 
jvodurch wir erhallen: 



Up 



Lösen wir diese Differenzengleichung recurrent auf, so folgt: 



(8.) rp(p + l) = V(l)^ 



.#'»^0-^) 



9 



eine Relation, die uns Qber alles Fragwürdige Aufschluss geben wird. Im 
Falle lim.y(/i) = oo, ist log(l /y) = — ^V^' wo lim. ©^ = 1, und es wird: 



vCp)-^ v(p) 



^ ^ph 



(9.) yj(p+l) = v^(l).e ' ^<^\ 
welchem Ausdruck wir noch zwei andere Formen ertheilen wollen. Wegen 

des drillen Salzes Art. VIII. erhält man: 

^ 1 



(10.) xp(p + i) = 6 ^ ^^)./, 

wo X ^^^ kleineres Unendlich oder eine grössere Null hal als eine Potenz 

*) Wenn zwei Grössen g,, hp für p = ex beide Unendlich oder Null werden, so 

hat gp das grössere Unendlich oder die grössere Null als Äp, wenn lim.p- = oo, und 

"p 
wir bezeichnen dies mit gp^hp, während gpOohp einen endlichen von Null verschie- 
denen lim. 1^ bedeutet. 
hp 
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von e ^^\ und diesen Ausdruck können wir wieder schreiben: 

(11.) v>{p + i) = e ' *(P^ 

WO lira.x= 0. 

X. 

Zunächst ist von der unendlichen Mannigfaltigkeit wachsender oder 
abnehmender Functionen (p ein Theil auszuschliessen, weil er kein Interesse 
bietet. Im Falle lim.^(j9) = 0, lim.k nicht Null, muss dieser Limes negativ 

sein, und lim.-^^ muss unendlich sein, wie dies aus dem Anblick von 

Up ' 

y(p)~"9(p+l)^^ = /'n hervorgeht. Dies entspricht den höchsten Graden 
der Divergenz, und man hat alsdann wegen (8.): 



p 



Vip+i) = V(l)-c ' ' . 

wodurch der Grad der Divergenz ausgedrückt ist, in welchem die zweite 
Summe gegen die erste vernachlässigt werden darf. Der zweite auszu- 
schliessende Fall ist der, wo (p{p) so stark unendlich wird, dass die Reihe 
im Exponenten von 

i/j{p + i) = e ' ^^^^ 

convergirt. Dieser Fall ist deshalb ohne Interesse, weil wir dann Mm. \p(p) 
von Null und Unendlich verschieden erhalten, und wir wissen, dass mau diesen 
Fall stets auf lim.y/(;?) = reduciren kann, indem man V(P)^V'(^) statt 
y^ip) schreibt. Es bleibt also nur übrig , (p so iu wählen, dass lim. 97 nicht 

OD 1 

gleich Null und 2! , . dieerqent ist. 

Um aber ganz freie Bahn zu haben, wollen wir voller Präcision zu 
Liebe noch einen Salz beweisen. 

XL 
Satz. Wenn \m.ip nicht Null und 2! divergent ist, und dtisselbe 

ton einer Function tpi gilt, deren Verhältniss zur ersten für p = 00 weder 
NuU noch unendlich ist, wenn endlich 
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lim.((pip)-<p{p+l)^) = \im.l, 

P 

weder Null noch unendlich ist, und man setzt: 

lim. (y, (;^) - (/), (p +1 ) i^) = lim. i,, 
so ist: 

Beweis. Zanächst kann lim.^ip nicht Nall oder Unendlich sein, wenn 
lim.lp es nicht ist. Denn setzen wir 

Alp 

SO folget im Falle der Convergenz der Reihe 2:uj, 

1 11 
wo n-^ ^^^ mittlerer Werth aus den Grössen -^ — , ^ , ... ist, und weder 

^tip 
^tM = 5^ noch -fV-^ werden Null oder Unendlich. 

Im Falle der Divergenz hat man 

p p'-i p 

zu setzen, und wie im Beweis des zweiten Satzes Art. VIII. p^ so zu wählen, 

P /p'-i \« 

dass .^tfp z. B. stets Z>\2^p) ist. Da alsdann 

p'-i p 

^ tip ^tip 

ist, und — T-7T9 — T-TTT weder Null noch Unendlich werden, so rill das 
Nämliche auch von ^,p. Nun haben wir: 

und wenn der Limes von: 

<JP(P) 
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1 

flucht Nall noch Unendlich sein solL während doch 2 . ^ divergirL so mass 
wegen lim.rp = lim.rjp = 1 

sein. Q. E. D. 

XIL 

Dieser Satz hat zur Wirkung, dass es uns jetzt freisteht, die Functionen 
q>y welche ein^ Folge von Cilterien liefern sollen, ganz nach unserer Bequem- 
lichkeit zu wählen, wie dies bei den Criterien erster Art offenbar ohne Wei- 
teres gestattet war. Denn wenn irgend eine FoAction (p einen endlichen po- 

I 

sitiven oder negativen Limes von ytp)— 9^(p+l)-^^ liefert, so thut dies 

■ . Up 

auch jede andere 9^1, die einen endlichen lim.-^ ergiebt. Somit können wir 

Vi 

also nunmehr zur Aufstellung jeder möglichen Folge von Criterien zweiter 
Art schreiten. Betrachten wir den Ausdruck fflr das Convergenz- und Di- 
vefgenzmaass : 

80 erhalten wir, JF — p-^ divergent vorausgesetzt, canvergente oder divergente 

Reihen ^Up, jenachdem Xp positiv oder negativ ist. Indem wir für (p{p) 
eine Folge 

immer schwächere Divergenz der Reih^ JS . ergebender, also immer 

stärker wachsender Functionen wählen, werden wir eine unbegrenzte Ab- 
stufung von convergenten und divergenten Reihen JSup darstellen können. 

Ist nun eine bestimmte Reihe 2up vorgelegt, so giebt es jedenfalls. 

immer eine Function tp die einen endlichen lim.(y(/i)— ^^(/i+l)^^^^) ergiebt.: 

Denn setzen wir im Falle der Convergenz V'(p) = tip+Wp+i-i — i im Falle der 
Divergenz V^(p) = 1*1 + 11? H hw^^i^ so ist Ap= +1, und im ersten Falle ist 

y(.p)= ^P + ^P^^± ZL und im zweiten: y(p) = ^' + ^'+^" + '^r^' , woraus bei- 
läufig folgt, dass die Reihen mit den Gliedern: 



ifp «*/ 
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divergent ^ind, die erste wenn JSup divergirt, die zweite wenn JSu^ 
convergirt. 

Nun kann eine der Fanctionen 9>i, 9)2, ... der von nns ausgewählten 
Folge, z. B. (fr gerade so beschaffen sein, dass sie fQr die vorgelegte Reihe 
2ujj ein von Null und Unendlich verschiedenes X ergiebt. Dann ist 

-2:^ -K2: * 



wo x(p) oiii kleineres Unendlich oder eine grössere Ifoll bat als eine Polens 

von e ^^^ , womit die Form des Restes und des Gliedes gegeben ist Oder 
diejenige Function q>, welche bei der vorgelegten Reihe einen solchen Werth 
l ergiebt, kann der Ungleichheit ^^-i K <P K <Pr genägeiv. Dann hat man: 

und das obere Zeichen gilt bei positiven sonst beliebigen t im Falle der 
Convergenz, das untere bei negativen t im Falle der Divergenz. Setzt mau 
aber dennoch 

V,(p+l) = V,(l)e ^ '*-»^)^ = v(l)e ^ »"'^^ , 

wo dann it;^ip = ^ r^\ Ko = ^^^^t^ wird, so hat von den drei Grössen: 

K-l,p = fpr-lip)-9r-tiP+i)^-> 



«p 



l =y(p) _ y(p+l)^, 



Up 



K,p = <Pr{p) - <Pr{p+i)^ 

Wp 

die erste den Limes ±^, die zweite einen von Nnli und Unendlich vev^ 
schiedenen Limes, die dritte den Limes Null. 

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den Satz, 
welcher die Natur der Criterien zweiter Art definirt: 

Es sei ^1, ^2, ... eine Folge eon Functionen ^ welche die fort nnd 

fort langsamer coneergirenden Reihen -Z* — , -2*—, ... ergehen. Ist fär das 
Glied Up einer Reihe der lAmes von 
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eoM Nult und . Unendlich verechiedeny so ist 

1 



^no^ 



9r(jO 



^^ X(p) ^*'^A' '^ «torAr iVtitf ocfer Unendlich wird, wie eine Potenz von 

e ^'^^. Ist dagegen 

lim.(y..,(p)^(/),.,(p+l)^) = ±00, 

lim.(9.,(p)-y,(p+l)^) = 0, 

tpo t weder Null noch Unendlich ist. Das obere Zeichen entsfnicht dem pa^ 
sUieen, das untere dem negativen r. 

XUI. 

Als Beispiel fflr die Anwendang der obigen allgemeinen Principien 
bietet sich wieder nur diese Folge von Fnnctionen 91, 9^29 • • • dar: 

I9 P^ plPy Pip^py • • •, 

die allerdings schliesslich ziemlich schwach divergirenden Reihen entsprechen, 
da, wenn die Reihe mit dem Gliede UP" {p) divergirt, die mit dem Gliede 
£0+«)"~*^|,) für einen beliebig kleinen Werlh von b schon convergirt. Diese 
Functionen q> haben nun das Charakteristische, dass man nicht allein, wenn 

^m.\w{p)--(p{p-\-\)^^^^^j gleich einer von Null nnd Unendlich verschiedenen 

Grösse ist, die Abnahme des Restes oder die Zunahme der Summe darstellen 
kann, sondern mit der nämlichen Uebersichtlichkeit wie diese auch das Glied 
jeder einer solchen Function (p entsprechenden Reihe. 
Wir geben, statt / einzuführen, ^^pip) die Form: 

wo lim.;f = 0, und setzen (prip) = U^^ ip)' D'© Summen im Exponenten 

10* 
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lassen wir von einer Ordnung po anfangen, fär welche Li^^ reell ist. Nnn 
kann man zunächst zeigen, dass 

p i 

WO lim.r = l. Denn theilt man wieder die Summe, wie folgt: 

p p' p 

P* P* F'+l 

WO 2: rascher unendlich wird, wie JS, und setzt (Art. V., 2) 
P'+i p. 

WO lim.€ = 1, so ist: 

i = e»(/r+.(p + l)-ir + ,(p'+l)), 

und «1, 1^2 sind Mittelwerthe resp. aus r^^ .-• «p^ r^^^i ... i^^. Da nun lim. 1^2 = 1 
ist, so wird: 

p« l#r VPJ 

WO lim. A=sO, oder in der Tirat: 

Man darf aber selten: 

WO lim^Xi^^O. Daher findet man: 

und 
Wegen : 

v(/»+i)-v(/») = Tpc+sö^' 



wo lim.r^A 1> findet man endlich: 



"• ~ ^ü+i«) 
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^o X ^^^ kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat als eine Potenz 

von lr{p). 

Diese Form für das Reibenglied umfasst alle Fälle von r = an. 

Es bleibt noch der Fall (p{p) = 1- Nimmt man dies an, so hat man: 

y;{p+i):=:ce '^^^ = ce ^^ - •'^^fJp, 

wo lim.€p = l. Durch ganz die nämliche Zerlegung, wie wir sie schon öfters 
angewandt haben, erhält man: 

wo lim.x = 0, mithin ist auch das Glied der Reihe von derselben Form, 
oder 1— Ä^ =/ gesetzt, von der Form: 

WO X ^i^ kleineres Unendlich oder eine grössere Null hat als eine Potenz 
von ^. Was k^ anlangt, so liegt diese Grösse wegen 

1_ Vi± = i 



Up 



zwischen — «> und +1, da ^^^^ nicht negativ sein kann. Der Fall >t^ = 1, 

in welchem unsere Darstellung des Reihengliedes ihren Sinn verliert, ent- 
spricht höheren Graden der Convergenz, als dem der geometrischen Reihe 
da alsdann die zu summirenden Logarithmen log(l— A^) im Exponenten nicht 
endlich bleiben, sondern unendlich werden. Mithin ist / entweder zwischen 
und 1 oder zwischen 1 und <x> gelegen. Der Fall / = 1 ist auch ausge- 
schlossen, da wir X^ von Null verschieden annehmen. 
Setzen wir beispielsweise 

""p - ^* i.2...p,y(y+i)...(y+P-i) ' 

so ist 

also 1 — *„ =1=: X, und 

wo X ^^^^ grössere Null oder ein kleineres Unendlich hat als eine Potenz 
von e!P. Setzt man weiter a:=l, so hat man 

^ ^^ ^ Up r + P ^ 
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Da nan Lr(p) hier Lo{p) ist, d. h. p, so ist fär x = l 

Es ist also Oberhaupt 

wo Xip heine so kleine Null oder kein so grosses Unendlich als eine Potenz 
von p hat. Im Art. XIX. werden wir sehen, dass lim.Xi von Nnll und Un- 
endlich verschieden ist, ein Ergebniss, welches wir auch durch die obigen 
Entwickelungen würden feststellen können. 



Zweites CapIteL 

Allgemeine Sätze ttber Reihen mit Gliedern der Form x(jO\^p'^^p+ih 

wo lim.;|{(p) = 0, lim.a), = oo. 

XIV. 
Lehrsatz. Die Reihen mit den GUedem: 

wo ^r''^(^) = ^'"^^ — '••'r-i(^— }^(— }, sind convergent, wenn lim.^(p) nicht 

unendlich ist und V^Cf+l) — V^(p) sein Zeichen nicht wechselt. Für fA=^l 
divergirt die Reihe ^u^p^y wenn lim.v^(p) = 0. Für v=^\ dv^ergvrt die Reihe 

2u^Py sobald -. — das Glied einer convergenten Reihe ist. Ist dies nicht 

V'Cp) 

der Fall, so dieergirt sie mit gewissen im Beweis anzugebenden Ausnahmen. 

Beweis. Erstens ^<d, v';>i. 

Es sei y^{p) ffir alle, auch die nicht ganzzahligen Werthe von p, eine 
stetige nur zu oder nur abnehmende Function. Nimmt tp(p) mit wachsendem 
p nicht zu, so ist die Grösse: 

kleiner als 



u 
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Die Summe tii^^+«4'^+*'* ist dann Icleiner als: 

woraus die Convergeoz der Reihe ^tf^'^ folgt , und zugleich eine obere 
Grenze fflr ihre Summe gefunden ist. 

Die Reihe mit dem Giiede tf^'^ anlangend hat man wegen: 



*^'<^)~ ^«^"C^)' 



wo 

1 1 1 



W{p) = 1 .. r-^-.. 






die Beziehung: 



<" 






woraus wieder die Convergenz der Reilie ^«^'^ and für ihre Summe die 
obere Grenze: 

folgt 

Zweitens /t^ysl, lim.v(p) = 0. 

Das Glied i^'^ lässt sich auf die Formen bringen: 

..) ^ _ vxp+0 rjgg±4rf., o<«<i, 

~ v(p) ■ 

Ans der ersten Form von ti^'^ geht die Divergenz der Reihe Su^^ hervor im 
Falle lim.-^tll = l, aus der zweiten Form im Fall lim. ^y"*^ < 1, 

v(p) vCp) 

weil dann ihr Glied nicht verschwindet. 
Für r, = 1 ist 






Ist lim. ^ ^'"^ ^ = 1, so geht aus diesem Ausdruck die Divergenz von Sv^^ 
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hervor, da lim. ?=1; und das Integral aasgeführt werden kann. Ist 
lim. J\ <^9 9^ siQ^ ^^^ Dinge etwas weniger einfach. Zunächst können 
wir die Glieder der Reihe anders zusammenfassen, so dass das neue Glied wird : 






Die Reihe convergirt gewiss, wenn — j — das Glied einer convergenten 

VCp) 
Reihe ist, aber divergirt nicht ausnahmslos, wo dies nicht stattfindet. Z. B. fttr 

rp ^p) z= e"^^^ y r = 2 wird das vorstehende Glied: 

ist also das Glied einer convergenten Reihe, während die Reihe mit dem 

11 - 

Gliede j — = — r- divergirt. Dagegen divergirt die Reihe für xp{p)^e ^, 

V(P) 
so dass also die Grenze zwischen Divergenz und Convergenz bei der Reibe 

^u^p\ v=l, zwischen v^(p) = e''P und tp(p)=:e'^^'' liegt, oder noch genauer, 

wie leicht zu sehen, zwischen e'~^ und e^^^^^, i^t > 0. 

Corollar: Aus den Reihen ^u^p^, JSu^^ erhält man durch veränderte 
Anordnung folgende unter gleichen Bedingungen convergente und divergente: 

XV. 

Lehrsatz. Die Reihen mit den eUlgemeinen GUedem: 

>(-) ( — i — ) >») (-1—) ( 

■eonnergiren, die erste, wenn ^, . »teA/ «o rMcA ter$ehieindet ^ wie- eine 
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Potenss üo» V(p)^ *^ zweite^ wenn Jf !^i>^ f^cht so rasch wächst, wie eine 
Potenz eon l^ f . . }. Für u = v=i dieergiren sie ausnahmslos. 

Beweis. Im ersten Falle ist -j^fty < V^(p+1)^ Nun ist ii^> klei- 
ner als: 

und wegen yj(p) < V^(p+1)'"% wo ja 6 beliebig klein, ist u^^^ kleiner als 

indem e immer so klein angenommen werden kann, dass /i+£<Il. Es darf 
also 'ip(p) so rasch Null werden wie e"''"*. Würden wir dagegen setzen 
^(p) = c""'^, so folgte wegen: 

d 



rp{p) ^Ö> + *') - "^^ 



g-fP+« 



—e-'^^^'du 



/ (e-rf'+-)»+''-'" 

Nach bekannten Sätzen ist die Reihe 2:uf^ divergent, wenn das Integral 

u^pdp es ist. Dies wird nun, wenn wir die Integralionsordnung ver- 

tauschen, divergent, sobald ^t^e". Da aber 0<;i«<;l, so darf/t also nicht 
kleiner als e sein. 

Der Beweis des auf u^p bezüglichen Convergenzsatzes ist auf Grund 
desjenigen für u^^^ und u^ leicht herzustellen. 

Die Divergenz von u^^ u^ für ^/ =r = 1 ist bei u^p^ durch Ver— 
gleichung mit dem kleineren Gliede u^^^ evident. Setzt man ferner: 

so wird das Glied verkleinert, wenn man y^ip) gegen tp{p + n) im Nenner 
fortlässt, ist aber dann, wie man wieder durch Integration nach p von n bis 
<x> erkennt, das Glied einer divergenten Reihe. Q. E. D. 

Journft] für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 1. 11 
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Co roll ar. Aus den Reihen 2u^p\ Su^^^ erhält man durch veränderte 
Zusammenfassung der Glieder unter gleichen Bedingungen convergente oder 
divergente Reihen, deren Glieder sind: 



^ 1 



<' = 7 — i r{V(^)-V(/'+i)} 



Ueber einige Anwendungen der vorstehenden allgemeinen S&tze. 

XVI. 

Wir knfipfen zunächst einige Bemerkungen an die aus vf^^^ u^^ sich 
fflr ^ = 1 ergebenden divergenten Reihen. Hier gilt der Satz. 

Man kann das Glied jeder divergenten Reihe auf die Form bringen: 

«P = -^p-^lv(p)+v(p+i)U 

fvo Xp eine beliebige positive Grösse mit von Null und Unendlich verschiedenem 
Limes und y^{p) eine geeignet zu bestimmende Function mit dem Limes Null 
ist. Unter der nämlichen Voraussetzung über rp, und der einzigen Bedingung 

für Ip, dass lim.-T^<Cl sei^ lässt sich auch dem Gliede jeder divergenten 
Reihe die Form: 

geben. 

Beweis. Die DiiTerenzengleichungen 

geben aufgelöst resp. 

Ein Blick auf diese Formeln ergiebt die Richtigkeit des Satzes. 

Bemerkung. Setzt man in der ersten Form des Gliedes einer diver- 
genten Reihe: Up<p{p) statt V(P)) ^^ folgt: 

"py(p+i) 



Xp = — u 



P. du BotM^Reymond, über Contergmu von Reihen mit posiiii>en Gliedern. 83 

Hieraus fliesst das Divergenzcriterium: Wenn man eine Function 9 kennte 
fBr Vielehe l\m.Up(p{p) = 0^ lim.^^ aber nicht, so divergirt die Reihe ^Up. 
Im Atimmerschen Divergenzcriterium wird fflr die Divergenz das Verschwinden 

von Upq>(p)^ (p{p) — ^ y(p+l) und das Nichtverschwinden von 






verlangt. Da die erste und dritte Bedingung wohl die zweite involvirt, so 
haben wir nur den Unterschied der Form beider Criterien auszugleichen. 
Zunächst wenn (p{p) abnimmt, folgt aus unserem Criterium das Kummersche 
ohne Weiteres. Wenn (p{p) unendlich wird, also Up Null, so ist bei jeder 

divergenten Reihe lim. "^"^' = 1, wie man unter Anderem daraus erkennt, dass 

Up 

die Abnahme von Up eingeschlossen sein muss zwischen der Constanz des 
Gliedes und der Abnahme — -, a>>l, weil die letztere Reihe schon conver- 

pa'9 ^^7 

girt, es ist aber lim. . ^ ,. = 1. Aus lim.(-^^^ ^ ^^ n ) = folgt dann 

lim. r\ = 1 9 so dass sich beide Formen des Divergenzcriteriums als 

gleich werthig erweisen. 

Eine Untersuchung dieses Divergenzcriteriums ähnlich der im ersten 

Kapitel Aber das Criterium q)(p) — ^^^^^^{p+^) gepflogenen, lässt sich kaum 

Up 

anstellen, weil die Elimination von Up die nicht lineare Differenzengleichung: 

für die Darstellung von ip durch (p und k ergiebt. Das Divergenz- 
criterium hat aber auch kein rechtes Interesse mehr, einmal, weil es weder 

erster noch zweiter Art ist, sondern, indem es beide Grössen u^ und ^^^^ 

' ' ^ Up 

enthält, die Unbequemlichkeiten beider Criterien vereinigt, und dann, weil das 
Criterium zweiter Art des vorigen Capitels fOr Divergenz ebensowohl wie 
für Convergenz vollständig ausreicht. 

Die allgemeinen Sätze der Art. XIV., XV. fahren zu einer Gruppe 
von Sätzen über Divergenz und Convergenz von Reihen, deren Glied 

aus dem Quotienten der Summe «i-l \-Up oder des Restes «,,+ii;,+i + --' 

in das Glied Up oder Up^i besteht. Bekannt war von diesen Sätzen der 

11* 
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^6e/sche, dass die Divergenz der Reihe mit dem Gliede u^, diejenige mit 
dem Gliede — ; — --^ — ; bedingt. 

XVII. 

Wir schreiben l/p = tii+-**4-«ip und haben znn&chst den Salz: 
Wenn 2Up eine divergente Reihe ist, so coneergirt stets die Reihe 
mit dem Gliede: 

Up 



unter im Beweis anzugebenden Bedingungen coneergirt auch die Aet&e mU 
dem Gliede: 

7-5 M>1. 



Es divergiren stets die Reihen mit den Gliedern: 

Up Up 

Up^i ' Up ' 
Beweis. Setzen wir in 

y^iip) statt y^ipY, so folgt: 

Wir erhallen die erste Behauptung des Satzes, wenn wir hierin %(p) = jf 

Up 

setzen. Die zweite folgt dann auf Grund der nämlichen Umformung aus u^\ 
mit der Bedingung, dass -^ nicht so rasch unendlich wird wie eine Potenz 

Up 

von Vp. Up wird also unendlich werden können wie 6^'" und Up ebenfalls. 
Die weiteren Behauptungen des Satzes folgen, wenn man in 

V/(p) = j7~ setzt. Ich will aber noch zeigen, wie die Divergenz von 

Up 

^-TT" direct aus der von ^jf-^ folgt. Es ist: 

Up t/p— I 

Up i 1 Up 

+1 



T/7 - 1-77 "'^''"1+^' "^'-^K^v 



U>p 
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Ist lim. Wp nicht oc, und divergirt die Reihe mit dem Gliede Wp^ so divergirt 
auch die Reihe mit dem Glied w^--r-, Ist lira.frp = ^, was im Falle 

sehr rascher Divergenz der Reihe 2:up eintreten kann, so divergirt die Reihe 

i 
mit dem Gliede -j • 

+1 



Wp 



Satz. Es sei A^ = ti^+t'p+i + *-> so convergiren die Reihen mit den 
GUedem : 






und es dhergirt die Reihe mit dem Gliede: 



«£.. 



R, 



Beweis. Diese Behauptungen erweist man durch Einsetzen von Rp 
statt yf{p) in die Glieder: 

des CoroUars im Art. XIV. 

XVIII. 



fi> 



Während der ^6e/sche Satz, dass die Reihen JS'yr-^, ^ti gleichzeitig 

t/p— 1 '^ 

divergent sind, zeigt, dass, wie langsam eine Reihe «ii + t^2 + -" auch diver- 
giren möge, es immer eine Reihe /i, /s? ••• gegen die Null abnehmender 
Zahlen giebt, der Art, dass auch /if/i + /2^H — noch divergirt, so lehrt um- 
gekehrt die gleichzeitige Convergenz von JSUp und -2*—^, ,a<;l, dass, wie 

langsam die Reihe tii + ^iH — auch convergiren möge, es stets eine Reihe 
ins Unendliche wachsender Zahlen /i, y^, ... giebt, der Art dass yii»i+y2W2+- 
wieder eine convergente Reihe ist. 

Die letzten auf den Rest bezäglichen Sötze wollen wir bei der hyper- 
geometrischen Reibe bestätigen. 
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XIX. 

Um die Stärke der Restabnahme einer Reihe bequem ausdräcken zu 
können, kann man sich eines gewissen Integrals bedienen. Im hier stets vor- 
ausgesetzten Falle der ununterbrochenen Abnahme von Up ist, ßp==tip+Mp+i+*** 
gesetzt : 

/» •♦OD /^* 

Updp>Rp^i>/ Updp und Rp=^J tipdp, 0<€<1. 

P P+i p— * 

Nun sei r eine solche Function von p^ dass Up = TpWp, wo lim.iTp weder 
Null noch Unendlich, so wird man schreiben können: 

Rp o^J '^p^P* 

P-« 

Dies vorausgeschickt, wollen wir eine einfache Function t^ aufsuchen, die 
die Abnahme des Gliedes der hypergeometrischen Reihe ausdräckt. Es sei: 

""p - i.2...p.Ky+i)...(y+p-i) 

Berücksichtigt man die bekannte Formel: 

wo €p eine Grösse mit dem Limes Null vorstellt, so findet man: 

WO auch lim.€p==0 ist. Fflr die hypergeometrische Reihe ist also 

zu setzen, mithin hat man: 

Rp csjf^afp^'^f^-r-'dp = af-'{p -f)-^/*-^-^ a:'^(l+ -^)''"'"^" rf«,. 

p— « Ü '^ 

Zunächst ist klar, dass wir in der infinitären Gleichheit f weglassen können, 
dass wir also schreiben dflrfen: 

RpC^J^p^^fi-r-^J^;J,^(^\^!Ly^^^^ 

Ferner ist das Integral für f&r x'^ <i\ convergenl, also 

RpOoupOo x^p^+'^-y-*. 

Die hypergeomelrische Reihe hat also die charakteristische Eigenschaft der 
geometrischen Reihe, dass Glied und Rest einen von Null und Unendlich ver- 
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schiedenen Quolienten-Limes haben. Ferner ist ^-^ natflrlich divergent, und 

iin 






ißt allerdings fflr a^ <; I9 x^<Zi das Glied einer convergenten Reihe. 

Untersuchen wir noch den FaIIa: = l. In diesem Fall wird das Integral 






unendlich mit p. Alsdann hat man jedoch: 
oder 

Rp (\) p^+^-y 

freilich nur unter der Voraussetzung j^^a+ß, da andernfalls R^ unendlich 
wird. Ferner ist 

Up (>o p^'^ß-y . 

Aus der Division der vorstehenden Gleichheiten folgt: 



Rp p ' 



mithin die Divergenz der Reihe ^-^- Ferner findet man durch Division von: 



«? 

Up 00 p^+'^-y-*, 

R"p c\:> pf'^^-^ß-y^ 
ineinander: 

Au * 

p 

Fflr;^>>a+/3 ist die rechte Seite in der That nur dann das Glied einer 
convergenten Reibe, wenn 1—/^ positiv ist. Fast mit den nämlichen Formeln 

■ 

finden wir auch für /<;« + /? die auf -rf-, — ^ bezflglicben Sätze bestätigt. 
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Anhang. 

Ueber die Tragweite der logarithmischen Criterien. 
Die logarithmischen Criterien fär die Divergenz einerseits und die 
Gonvergenz andererseits rücken in ihrar stufenweisen Verschärfung einander 
immer näher. In der That ist von den Reihen mit den Gliedern: 

1 1 



plpl^p...lrP ' Plpl^...ll^'pl 

die erste divergent, die zweite convergent, wie klein € und wie gross r auch 
sei. Das Verhallniss beider Glieder lr{p)^ ist eine Function, deren Unendlich 
durch Vergrösserung von r und Verkleinerung von s fort und fort verkleinert 
werden kann. Nun wissen wir bereits, (lass ein äusseres Hinderniss existirt, 
weshalb wir nicht durch unendliche Vergrösserung von r beide Glieder 
zusammenfallen lassen können, dass nämlich fflr jeden noch so grossen Werth 
von p hinreichende Vergrösserung von r complexe L^^{p) ergiebt. Es wäre 
aber möglich, und ich glaube, dies ist bisher angenommen worden, dass die 
logarithmischen Criterien doch das ganze Gebiet der Convergenz beherrschen, 
dass man sich durch Vergrösserung von r und Verkleinerung von £ der 
idealen Grenze zwischen Convergenz und Divergenz unbegrenzt nähern könne. 
Es würde dann den logarithmischen Criterien ein absoluter Charakter innewohnen, 
andernfalls wurden sie, theoretisch wenigstens, nur eine allerdings ziemlich 
weitgehende, aber immerhin unvollkommene Prafungsregel fflr die Convergenz 
bilden. Es schien mir wichtig, diese Frage zweifellos zu erledigen, die sich 
analytisch so fassen lässt: Giebt es convergente Reihen oder giebt es deren 
nicht, für welche U/^{p)Up, welches auch der Werth von /i>l und r sei, 
mit p unendlich wird, während lim, ^^\p)Up Null ist? 

Die Frage ist nahe verwandt mit der, ob die logarithmische Zunahme 
die schwächst denkbare sei, d. i. ob fflr jede gegen oo zunehmende Function 
y>(p) es einen Logarithmus /^.(p) gebe, so dass l^p < (p{p)'i oder, wenn es 
gestattet ist einen Vergleich zu gebrauchen^ ob die Logarithmen zu den un- 
endlich werdenden Functionen in ähnlicher Beziehung stehen, wie die Zahlen 
zu den Längen, dass es nämlich keine Länge giebt, die man nicht durch ein 
Mulliplum einer gedachten Längeneinheit fibertreffen könnte. Wir werden 
uns zunächst mit dieser Frage beschäftigen. 

Die nach dem ganzzahligen Parameter r veränderliche Schaar von 
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Cnrven ti^ = /^(p) besteht aus Individuen, die alle dem ersten u = l{p) sehr 
ähnlich sehen, die Individuen für r= 1, 2, 3, 4, . . . werden — oo für 

/i = 0, 1, e, e% . . ., 
Null für: 

und werden sämmtlich +oo für p = -f oo. Die Abscissenaxe durchschneiden 
sie mit den Differentialquotienten 

dUr ^ i i 1 



= 1, 



^ 1 ^^ s • • • 



dp ' e' 66* cecg. 

Da sie nun sämmtlich unendlich werden für p = oo, so können wir folgende 
Cnrve durch sie hindurchlegen. Wir notiren auf tf = /|p den Punkt, wo /jp = 1 ; 
auf « = (2P den Punkt, wo Z,/' = 2; auf ti = l^p den Punkt, wo 4/^ = 3 u. s. f., 
die zugehörigen Abscissen dieser Punkte seien Pm jE'29 P39 • • • und sie haben 
die Werthe 



• • • 



Endlich sei y.f[p) eine stetige nirgend abnehmende Function, welche far/i = 0, 
fi) Pi'i Pit ' ' ' di^ Werthe yj(p) = 0^ 1, 2, 3, . . . annimmt. Alsdann wächst 
^(p) mit zunehmenden p ins Unendliche, und es giebt keine noch so grosse 
Zahl ty fflr die 

lr(p) 

sich nicht der Grenze Null näherte, weil ip(p) immer einmal kleiner als 
h+iip) ^^^^ ^^^ bleibt. Womit bewiesen ist, dass es langsamere Zunahmen 
giebt y als die logarithmischen irgend welcher Ordnung, Mit der Function 
\ff{p) können dann die immer langsamer zunehmenden Functionen '^{^[p)) etc. 
dargestellt werden. - 

Um die analoge Frage bezüglich der convergenten Reihen und der 
logarithmischen Criterien zu erledigen, verfahren wir wie folgt. Wir notiren 
auf der Abscissenaxe die Punkte: 






Pi^e"^ y P2 = e , P3 = e 

und die zugehörigen Logarithmen: 

liPi = e"\ 

hPi^^ir liPi = e''y 

hpi = «^2 , hPi = e"% 
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90 P* ^^ Bois-Reymondy über Concergenz eon Reihen mit pos'Uiten Gliedern. 

Der Bequemlichkeit halber wollen wir uns unter e, der Basis des Logaritbmen- 
systems, nicht 2,7... sondern eine ganze Zahl, etwa 3, vorstellen. Auch 
die Grössen r seien nach weiter unten anzugebendem Gesetz zu wählende 
ganze Zahlen. 

Es sei V{p) eine Function, die für /i=pi, /I29 Pa^ • • • die Werthe 

PiIiPi^ Pilifil^Pi'i pJiPzkpiKpii . . . 

annimmt, ausserdem aber stetig ist und nur zunimmt. Zunächst wollen wir 
beweisen, dass die Reihe 

p=oo \ 

convergirt, wenn über die ^ in geeigneter Weise verfügt wird, und /*>>! isL 
Wir fassen sie zu dem Zweck in eine andere f^i + irsH — zusammen, wo 



p=p.-f I «'(P) ' ^^ "" p4:+i «'(p) ' 



• • • 



deren Gonvergenz wir so beweisen : 
Da -üfT-T i^nr abnimmt, so ist 



^-1? \ ^ />9+i dp 






Nun nimmt auf dem Integrationswege !P(p) zu, und zwar von 

ist also stets grösser (ausgenommen an der oberen Grenze) als: 
Also hat man: 

/Pg+i dp rvqAr \ dp _1 i__ 

«. «'(P) ^^^ p/.P<.p.../?-fi "^ .. ^-1 ^-fiCp) 






^-1 



Nehmen die Zahlen r so zu, dass -—j das Glied einer convergenten Reihe 

l 
ist, so ist dies auch a fortiori ^_^^^^ und daher auch ir,. 

e 

Nachdem wir nunmehr die Gonvergenz der Reihe 
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bewiesen haben , ist es leicht zu zeigen , dass es keinen Werth von u' >> 1 
und r giebt, fär den der Limes von 

nidit unendlich wärde. Denn nehmen wir irgend einen Werth von r und /ti', 
und setzen wir p = p^,^^^ so wird dies Verhältniss: 

Ph-I 'i Pr+l . • • hpr-k-l Ir+lPr^l /r+lPr+I 

Würde die Zunahme des Nenners unverändert gleich der von php-^Jr^iPr+t 
sein, so würde das Verhältniss Unendlich zur Grenze haben, a fortiori muss dies 
der Fall sein, da die Zunahme des Nenners schwächer und schwächer wird. 
So ist das Verhältniss für p = p,^i : 

/r+lJv+2(Pr+2) 

u. s. f. Dagegen wird ^ '^ufr \ ^ ^'® ^^'' 

P'+l'i Pr+l'»''rPr4-| * 



Pr+i', Pr+I •• -'rPr+l'^-flPr+l ^r+lPr+l 

XU sehen, für jeden Werth von r Null. 

Wenn nun auch die Convergenz einer Reihe, wie die oben definirle, 
so schlecht sein mag, dass man eine Anzahl Glieder addiren mttsste, gleich 
dem in Cubiiimillimetern ausgedrQckten Rauminhalt der Erde um den Rest 
nur bis zur Hälfte der Summe zu verringern, gleichviel: Der Beweis 
ist geführt, dass es ein Gebiet der Convergenz giebt, an dessen Grenzen die 
logarithmischen Crilerien vollständig versagen. 

Freiburg i. Br., 1872. 
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lieber die Malfattische Aufgabe für das 

sphärische Dreieck. 

(Von Herrn F. Hertens in Krakau.) , 



jLjLerr Schellbach hat im 45. Bande dieses Journals eine Auflösung 
der üfaZ/a/ftschen Aufgabe für das sphärische Dreieck gegeben, welche an 
Eleganz nichts zu wänschen fibrig lässt. Wenn trotzdem in den folgenden 
Zeilen der nämliche Gegenstand noch einmal berührt wird, so geschieht dies 
nur, um zu zeigen, dass die Formeln, durch welche Malfatti das entsprechende 
planimetrische Problem gelöst hat, wörtlich für das sphärische Dreieck gelten. 

Es seien a, b, c die Seiten, A, B, C die Winkel, s der halbe Um- 
fang des gegebenen sphärischen Dreiecks; (), a, r die Halbmesser der ge- 
suchten resp. die Seiten {b, c), (c, a}, (a, b) berährenden Kreise, y, \p, x ^i® 
Abstände der Ecken A, B, C von den Berührungspunkten der Kreise q, a, r 
mit den Seiten (6^c), (c^a), (a^6), r der Halbmesser des eingeschriebenen 
Kreises und f^g^h die Abstände des Slittelpunktes des eingeschriebenen 
Kreises von den Ecken A^ B, C (Halbmesser und Abslände in sphärischem 
Sinne genommen). 

Verbindet man den Pol der Seite a mit den Mittelpunkten der Kreise 
a^ % sowie diese selbst mit einander durch Bogen grösster Kreise, so ent- 
steht ein Dreieck mit den Seiten 90"--(7, 90*~t, a+r und dem Winkel 
a—y^—Xy welches die Gleichung liefert 

• 

cos(a+r) = sinasinT+cosacosTCos(a— y/—/) 
oder 

(1.) 1 = cos(a-V/-;f) + 2tgatgr. 

Ferner ist aus rechtwinkligen Dreiecken 

B C 

tga = sinV'lg-2-, tgr = sin;flg-jj- 

und daher 

(2.) 2tgalgT = 2lg-^tg-j-8mfsinx = ■^^^[cos(y/-/)-cos(V+x)]. 
Durch Substitation von (2.) in (1.) ergiebt sich 
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isins = sin«cos(a— v^— ;f) — siii(*--a)cos(v^+;c) + sin(«--a)cos(v— x) 
( = sin a cos {s —tp —x) + sin {s — a) cos (V' — x). 

Setot man daher zur Abkürzung 

«' = sin (y - 9»)^ y = sin (y - v)» «' = «n (y -x)-, 

(4. ) ( « = cos(-|- - a), ß = cos(-|- - 6), y = cos(y - c), 

o' = sin (y - o), /5' = sin (y - i), / = sin (y - c), 

J = cos4^, J' = sin4-, 



80 ist 



co$(s-yf-x) = yi-y i, cos(v-x) = y»+y a, 
and die Gleichung (3.) verwandelt sich in 

Man erhält daher zur Bestimmung von x, y, m das System von Glei- 
drangen 

(5.) ^yi + ^y'i' = 1, 

(6.) ^sx+^i'x' = 1, 

(7.) ^xy+^x'y' = 1, 

▼on welchem Herr ScheUbach ausgeht. 

Um dasselbe aufzulösen, eliminire man aus (6.), (7.) einmal x', das 
andere Mal x, quadrire die erhaltenen Resultate 

W^y'-ß'yy')^ = ^{r'y'-ß'^% 

{ßy'zy'-ß'ryi')x' = ü'i-ry-\-ßi) 
und addire hierauf dieselben. Man findet auf diese Weise 

(0 = ^(y'y'-ß'i'f+d''(jry-ßiy-(ßy':,y'-ß'jryiy 

(8.). = {ß'y'^+ß"f)y-i'+{'V'f-(P/'-ß^f)y'+i^ß'~<y'ß^-ß'y'')'^'' 

( +2ßß'rr'yiy'i'-2(^'ßryi~2ä'ß'r'y'i'+iPr'^+d'Y. 
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Es ist aber 

Da somit in (8.) die Coefficienten von y* und s' gleich sind, so kann man 

y'+a' durch y'«'-y"«"+t 

ersetzen und yz, y's' als selbständige Unbekannte betrachten. Nach leichter 
Reduction findet man 

(9.) +ifß'Y+^ß''f 

{ =d"{yi-ßYr+3\y'i'-ß^Yj-{ßyyi-ßYy'z,J. 

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (5.) bestimme man ys und y'i'. 
Setzt man zur Vereinfachung 

yi = ßY+X, y'z' = ß'Y'+X', 
(10.) ^^+^ = ., 

21 = (<r- /?*) {(P- y") = sin h sin c sin (« - 6) sin (» - c), 
so verwandeln sich (9.) und (5.) in die Gleichungen 

durch deren Auflösung 

(1+fjx = o(r-/^r«±|l->/a, 

(1+*)X' = a'J'-/?y«'+^|/2l 
gefunden wird. Nach (10.) wird dann 

(i+Oy* = «^^^ßr^T^^-' 
(i+f)yv = «'(r+/?y+-f )/>a, 

(I + .)(y3-yV) = ad-a:8'JrßY-ßr'±^^i^. 
oder nach (4.) 

(11.) (l+,)cos(*-V-;c) = 2cos(*-a)±-^^^Va- " 
£ lässt sich durch den Halbmesser des eingeschriebenen Kreises ausdrftcken, 
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-welcher bekanntlich durch die Gleichung 



^ r sin« 

bestimmt wird. Setzt man nämlich in den leicht abzuleitenden Formeln 

sin(/+«+r+ip) + 8in(/+ti— c— ir)+sin(/— ii+f?— f£?)+3in(/— II— ü+id) 

= 4 sin < cos ti cos r cos tr— 4 cos /sin ti sin r sin tr^ 
— sin(i+^+y) + sin(— i+^+yj + sin(A— /^+^) + sin(A+^— y) = 4sin^sin^siny: 

. S S « L ' 

A= «— a, fi=s s — by v= « — c, 
so ergiebt die Addition der erhaltenen Gleichungen 
-sin«+sin(Ä~2a) + sin(Ä-26) + sin(«-2c) = -4(J'a/3y-4(Ja'/9'/, 
— sin«— sin(«— 2a) — sin(«— 26)--sin(*— 2c) = 4 sin (« — a) sin (« — 6) sin («— c) 
die Relation 

Ad'aßY-\-Ada!ß*Y' = 4sin(«— a)sin(« — 6)sin(«— c)4-2sin«, 
woraus durch Division nach 4^(^ = 2 sin« 

l+e = 2(l+tgV) = ^ 

entspringt. 

Die Gleichung (11.) wird demzufolge 

(12.) cos(«— y/— ;f) = cos^ r cos (« — a) ± cos^ r ^^ . " ^^ ^g. 

In dem rechtwinkligen Dreiecke mit den Seiten fy r^ s—a ist nun 

cos r cos («—a) = cos/ 
und demgemäss 

(13.) cos'rcos(«— a) = Cos /cos r; 
ferner 



*^ = * =:, ^ sinfcsinc ^ cot'r *"°^*""^V g 

inr . Ä f 8in(« — 6)8in(« — c) sin« ' ' 



sm 
imr 



also 



«^?T 



(14.) üESi — ^Zi/ji.cos'^r = sin /sin r. 
^ ^ Bin« ' ' 
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Aus (13.), (14.), (15.) folgt 

cos (» — y/ —x) = cos^cos r + sin ^sin r, 

und da der Bedingung 

s—tp—x>s—a';>f—r 

zufolge nur das untere Zeichen gelten kann, so schliesst man 

(15 ) I ''°^(*~V'-X) = cos(/'+r), 
I s—yf—x = f+r. 
Ebenso würde man finden 

(16.) s-x-fp = 9+r, 
(17.) s—<p~if = h+r. 
Die Verbindung von (15.), (16.), (17.) ergiebt 

s—r-^f-g-h 
<p - 2 ' 

,/, - '-r-f+g-h 

V - »-r-f-g+k 

X — 2 

Krakau, im September 1872. 
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^ On the Reduction of Abelian Integrals. 

(By John C. Malet Trin. Coli. Dublin.) 



Xhis niemoir is mainly occupied with the proof and soroe of the 
applications of )he foUowing fundamental theorem. 



.' ^ 



5r ^ 

I. 

..^^Theorem.^ If we denote the function 




by'^^ Symbol ^7m-i{l^f^)^ ^ being the type of the moduli, and the sufGx to A 
denoting their fjinmber, then if the following relations hold among the moduli 

1^ the Integrals 

,, A2«-i(*,ar)' J A2«-.(*,a:)' ' ^ A2«-i(*,a;)' 



/* * dx /•* dx /•' 
. (l~a?')A2»^iC*,a:)' J (l-*'a?')A2«-i(*,a:) ' 7 ^ 



(ix 



, . , .„. _, ^ A2««.i(*,x)' 

depend on Integrals of the forms 

fy dy fy y'dy p y^i^-^Uy ^ 

J A«-.i(A,y)' J A«-.(A,y) ' ' * ' ^ A«_,a,y) ' 

2^ the integral 

/' dx 

, depends on the same Integrals, together with Integrals of the form 

/y dl 

J (i + ry')A.-ia,y)' 

The number of moduli in the reduced Integrals is m— 1 when m is even; 
bat when tn is odd, we shall find the number will be m; so that there will 
be among the reduced Integrals some of the forms 

For the proof of this general theorem the following iemma is required. 
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Lemma. The integrals 

n dy f r dy 

can be expressed in leriQ.s of integrals of the form 

•r y»P dy 



r 



(I 



A^,(A,y)' 



where f can take any value from to m—l; for evidently 

rfy ' y ' y'A^_i(A,y) '^ 

rf yA^^i^y) ! _ g + g. ( 1 - y') + '" + gm(i -^rr 

dy < Cl-y') J "^ (i-y')A_iä,y)^ ' 

where ^^ ^^ ••- ^^ ^i^ ••• do not contain j(. Hence tb6 lemma is .jttived. 
The proof of the theorem wben m is even is in some respects^iiSe- 
rent from that whicb holds when m is odd; we shall therefore prove fiwst 
for tbe case m even and apply it lo some particular examples, and' then give 
the proof for m odd. 



W. Jh:. 



If 



Gase I. m even. 



(I.) { , _ (!-*> . ,>_ *.— fc. . ■■/ _ *.-*« . 

H = A| »2 ^ A3 »4 etc. 
we easily get the following Systems of pairs of equations: 

i + kJ A„_,a,y) -J A5„_,C*,a:) » 

•^ a;' (1 + Ax')"-* (1 — fca;') <te 



(i + *) 



(II.) 



-*)'/ A„_,a,j,) -y 



A2„_i(*,x) 



1 / r yMy _ /•' x' (1 - Ax')"-* (1 4-fca!') (je 
(1-*)V A.-iCi',^') -y A,„_iCfc,x) 



C1+*)' 



(1 



1 f y y-^dy _ r 











A«-ia',y') 
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From equations (II.) we have tn linear equations to determine in terms 
of reduced integrals, the m integrals of the form 



f 



where p!teay have itny value from to m— 1, the reduced integrals being 
of the form 



g taking every value from to 



ü 

m — 2 



An^i (A, y) 



2 

From the Systems (I.) we get the.lwo additional equations 



diu / 



From equations (III.), (recalling our lemma) in conjunction y^ith equations (II.) 
we can express the integrals 

*^ rr'"* dx 



f 



Aj»_,(Ä,a!) ' 



'Aj«_i(&,a!) 



in terms of reduced integrals of the required form. 

The Systems (I.) give us also the two equations 



W^J (l-y')A,_,(A,y) "7 (;i_a,')(l_*»x')A,^i(*,x)» 



,(! + *) „ .. 

(IV.) ' 



.(1 
Hence 



1 n' y'-^dy' _ /''^ af(l-f/ca?*)(fa; 



(1+*)"/ (l-y')A„_,CA,y) ~'(S-iCrJ ■ (1-j/") A«-,(A',y') 

_ OJfc/' ^ü^? 

~ *V (l-&'x')A7,_,Cft,x) 

Now 

13» 



r 
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and 

we have 

(l+A)-/ (l-y')A._,(A,y) (1-*;-/ (l-y")Ä«-,(A',y')T'^ 

where P contains only Integrals of the redaced forms and Q only Integrals 
which have been already redace^fr..* Hence we see by means of the lemma 
that the integral \- /*. • ,- 

can be expressed by integrals of the. reqjvired forms. 
From the two equations (IV.) we get 



(1 + »)Y '' (1 - y ') A,-, (A, y) ■*■ (1 - *)-/ (1 - y'O A«_, (A', 

~ V (l-x')A,^,(*,x)' 



yO 



4 



and substituting äs before for ._ , , .^^ , we see that 



/ Cl-x 






can be expressed by integrals of the required form. 
From the equations 

togelher with tbe System (I.) we easily infer the two equations 



(V.) 



1 fy' y"*rfy /'' af'(i+kx')dx 
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Hence 

/ n — k 






Hence substitating etc. as before we see that 

dx 



f 



(l + na?')A2m-i(Ä,a;) 



can be expressed in terms of the required Integrals, and the theorem is com- 
pletely proved for the case when m is even. 

Applications of the case m even. 

m = 2. 

Let 

X = sinö, y = sin ö,, y' = sinöj. 

Also denoting the radical 



y(l-Äj*Jsin'ö)(l-&Isin'ö)(l-*Jsin'öj 

by A(0) and the Integrals 

/g dg r ^sin^ddd p%\v^ddd p dÖ 

"ÄCöT' •/ ^W ' •/ AW ' •/ (l+fi8in'Ö)A(Ö) ' 

by the Symbols /-(ö), M{d)^ ^{0\ and P(«, ö) respectively, we see at once 
from our general equalions, that JL(Ö), Jlf(d), iV(d), P(^l,ö), P(-*^,d), where 
k = kik2 can be expressed by elliptic integrals of the first and second kinds, 
and P{n^O) by elliptic integrals of the first, second and third kinds. 

We shall now deterroine their actual values, by substitating the above 
valaes för x, y, y\ and m in the first pair of equations of the general System 

(11.); we get 

1 /'^» dl?. ^ p (1-J^,fc,8in'g)dg 

1+*!*,^ •i-A^'sin'Ö, J A(Ö) ' 

1 p dg, ^ /'^ (l + *.*,8in'g)dg 

i-k,k^J ^illrün% "J A(ö) ' 

or following the usual notation of elliptic integrals 
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bence 






where 



l = ^« "^ *« 



. yj _ (1— A| AJging , , *, — &, 

From the equations (III.) we get 

flA.hle\r'—^L- - /" (i + k, *. sin* &y (i - K K Bin* g) dO 

(1+«!«,;/ ^.^,^^^j_^j-j-^ -y Bin'ÖA(ö) 



Now we easily find by differentiating cot^i]!— Ä^sin^^i that 

r'—-^L===:=r- = Fix, e,)-E{l, ÖJ-cotd.]/l-rsin^d. 
•^ sin' ö, t'l — A' sin' Ö, 



Hence 



(1 + &i Ää) |F( A, ö.) - £ {l, ö.) - cotA v^l - A' sin' ö. 



- (1 - &i &,) |F(;l', ö,) - £ (;l', öj) - colöj }/ 1 - A" 8in' öj| 

= 2kk2{Lie)-k]I^Nie)]' 

From which by sobstituting the value already obtained for L{6)^ we get 



Niß) = -^ 



i •"» 



(l+*,*,){cotÖ,>/l-r8in'öi+£(A,di)| 

l-\-k,kf-\-k k, jj,^^ ^, 

— itm; — ^' '^ 

-(l-Ä,*2)jcotÖ,f'l-Ä"sin^+f;(A',Ö,)| 

+ — r:"*Ä — ^ ' '' 

By substituting in the equalion (IV*.) we get 

*. tan'ö.dö, 



1^ /•». tan'g, dd, 1_ / 



|/l-A"8inV, 



= ?/"^^^ = 2{P(-i,ö)-i(ö)! 



C08'ÖA(Ö) 
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But by differeotiating tanöi}/!— rsin'öi we gel 

p_^e^d^ ^ -* |lanö.y^IFi^i^-£(;l,öO}• 



V'l-X'sin'ö, 



Hence 



1 l lanÖ,>/l-i*sin*ö,-£(;i,ö,) 

P{-UO) = 2{\-k\X\-k\) j + tan Ö, >/r=Firii^- E (A', ÖO ' 

We get also by Substitution 

(1+Ä,*,)V /l-Tsin'ö, (<-*.*,)'•/ v'l-A"8in'Ö, 

= ''*-*/ .-*;t:°2-'AOT = W l*"«- *!*" »)- i(«)l ; 

therefore 

Pr-*'*' öl - __M^__| «anÖ.»/l-Ä'8in'ö.-£a,ö.), 
^ ' ^' ^ - 2(l-*?)«-AD(_tan(?.> /l-A'-sin-<?, +f:(;i',(?0! 

Professor ilf. Roberts of Trin. Coli. Dublin has in his treatise on 
elliptic and hyperelliptic integrals determined the values given here for the 
integrals L(ö), J»f(ö), iV(ö), and ^(-1,0); bnl the method of invesligalion 
employed by that author has nothing in common with that which we have 
adopted. 

Jacobi I believe was the first who proved that 

"^8in-«ö(/ö 



/ 







A 



depended on elliptic integrals. The reduction of P{n^O) to elliptic integrals 
is easily proved to be a simple case of my general theorem as I now proceed 
to sbow. 

From the equation (V*.) we get 

n — kX /*■ <• "^- .!pit 'g,</g, « + A,^, /■«' sin' g, d g, 

(1+*,*,) V , ^(1 + y sin'Ö, ) i'l-A'sin'g, (.< - kAyJ (\ 4- y-gin' <?j i/<-A'*8in*ö, 

= 2h /'r-. — ^'^Sc^ir = 2 \L,0)-P{n, 0)1, 
./ (l + «8in Ö)A ö) I * ^ V j /n 



t'.- 
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where 






Now as in the usual notation of elliptic integrals, denoting by n{k, 0, v) the 
elliptic integral of the third hind, whose modulus, amplitude, and parameter 
are l, 6 and v respectively, we have from the foregoing equation: 

= 'i\L{e)-P{n,e). 

Pin, 6) 



Hence 



2 (n +*.*,)(!-*,*,) ^ ' ' 2(n-ÄA)(* + *A) 

0. E. D. 

Observation. If relations similar to 

K =^ K1H2 — — H^H^ etc. 

hold among the modali of the reduced Integrals in X, these latter Integrals 
can be made to depend on Integrals of a still lower order ; thuii if we denote 
by A(d), the radical 



y(l-Ä'sin'ÖKl-Äjsin'ö)...(l-&6sin*ö), 

the Integrals 

/•" dd f' Bin* Odd 

J i\{dV J Afö) ' ®'^- 



« W < ^Cö) 



can be reduced to elliptic integrals, if the foilowing equations hold: 



>■ ■* 



{k^-k,){\-'k,k,) = (Ä4-&3)(/r«-&5)v- ;. 

and in general if there are 2^—\ moduii the Integrals can b«;/educed to 
elliptic functions if the moduii be such as to satisfy certain* -Systems of 
equations. 
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Gase IL m odd. 

If we attempl to reduce the Integrals in the case of m being odd by 
means of the substitutions (I.) we get pairs of equations ideniical in form 
with the System of equations (IL), until we come to 



11 p'_jl^dy_ ^ I 



•*a:«~3Cl — ÄV)(te 



these two equations giving two different values for the integral on the right 
band side; but from the previous equations of the System to which they 
belong, we bave m — 2 equations from which we can determine, in terms of 
reduced Integrals, tbe m--2 Integrals of the form 



/ 



Ajm-I (/f> X) 



U 

where f takes all valaes from to m — 3 inclusive. 

From previOQS substitutions we get tbe pair of equations 

1 fy y-^dy _ /•« af-'(i + kxy(l — k'x*)dx 



(VI.) 



Now if A and J? be two arbitrary constants and if values for A and B can 

be determined, that will make A{\+kxy-\-B{\-kx''f divisible by ^+^x\ 

it would seem that from the two equations (VI.) combined with the m — 2 
equations previously mentioned that we could determine the value of the integral 

(1— ÄV)dj? 







(l+wx'0A2.-iCÄ,a:) 



in terms of the reduced Integrals; but such is not the case; for any values of A 

k^ 
and Ä which make -4^1+&a:^/+ß^l—Aa;Y divisible by \-\ — x', make it also 

divisible by X+nx^. 

From the foregoing discussion il is evident that we must seek a new 
transformation in order to bc able to express in the case of m being odd, 
all our Integrals of the k type in terms of reduced inlegrals. For this pur- 
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pose, let US consider the following System of substitutions analogous to the 
System (I.), viz. 

^T^ÄTo: i + k _ k,+k, 

!ih = J" rr-^ 'i elc., k = kik2 = k^k^ etc. 

From tbese we deduce easily the following System of equations, in which the 
number of moduli in the integrals on the left band side is m in place of 
m—i as in the previous reduced integrals: 

l /'^ di ^ /'^ (i + kx'^'^dx 

Vk J A«0,a) ""•/ A2— i(Ä,a;) ' 

1 1 /^^ g*d> ^ r'' x\\'\'kx'y'-'^dx 
(VIII.) \(2VkyJ A.Gu,*) ~/ ^2n.^i{k,x) ' 






We coald conünue this System (VIII.) as far as we please, but the three 
equations jast written combined with the m— 2 previously mentioned are 
safficient to determine the m+1 integrals of the form 

*^ x^^ dx 



/ 



where p takes all integral valaes from to m inclusive in terms of integrals 
of the forms 

n rfy /' ^ di 

J A.-i(i,y)' J A« (/*,») ' ®^''- 

If with the System of substitutions (VII.) and (I.) we combine the two follow- 
ing, viz. 

^ '^ \nk ' ^"" n V 1 + Ä /' 

we easily find the equations 



(IX.) 
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Hence 

n(n + k) p i^";!^? k{n—\i)^ p y""^dy 



=„/- 






from whicb it is easily seen as berore that we can express the integral 

dx 



f 



in terms of integrals of a Iower ordcr. The thcorein is therefore proved in 
the case of m odd. 

Observation. 1". From the System of substitutions (VII.) we see 
that each of the moduli of the type ^i is grealer than unity, but the reduced 
integrals of this class can be transformed into others whose moduli are each 
less than unity as follows. Let 

dz 



j 



be one of the reduced integrals, and let fi^ be the greatest of its moduli, 
then if we put u^z = z\ we easily see that it will be transformed into another 
integral of the same form in which each modulus is less than unity. 2'\ When 
m is odd, the integrals 

'-' ^y etc 



/ 



can be made to depend on similar integrals in which the number of moduli 
is less by unity that is m— 2; this is, indeed, pretly evident. For if we 

transform these integrals by the Substitution y = . , , , we make them de- 
pend on similar integrals, in which the number of moduli is 2(m— 1)— 1 = 2;» — 3 
which are connected by the equations 

and since 971 — 1 is even. these last integrals depend on similar integrals with 
m — 2 moduli; therefore the first integrals can also be expressed in terms of 
these latter integrals; then we see that the integrals 

p iW / <'_ sin' OdO_ 

14* 
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can be expressed in terms of elliptic funcUons. As another example, if 
the radical 

)/(l-&'sin'ö)(l~&Jsm'ö}(l-&^sm'ö}(l-*^sin'ö)(l-Äjsin'ö) 

be denoted by the symbol A(0), tbe integral 

r^ a-k' Bin' 6) dO 
J A(ö) ' 

can be expressed in terms of elliptic integrals of the first and second kinds, 
if the relations hold h=^k^ki^ki k^. A great many other interesting results 
may be found by taking particular cases of the general theorem, but it is not 
necessary to mulliply them. 



IL 

Other relations among the moduli for which the fundamental theorem 

is true. 

1^ The relations among the moduli k = kik2 = k^k^ etc. are not the 
only ones for which our fundamental theorem holds; for if we change a^ 

into -i — 3-9 tbe integrals 

/' dx /• * x'dx /• » x^»dx 

/* da /*' dx 
(l-x')A,„_,(/;,a;)' J (1 +««') A,^,(A;,a!) ' 

become transformed into the integrals 



each modulus being cbanged into ils comodulus. Therefore the integrals 

/■* dx 
-pr jj — r-, etc., can be made to depend on integrals of tbe same form 
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in which each modulus is changed into its complementary. Making a similar 

transformation of the Integrals in y, the imaginary )/— 1 will be eliminated, 
and we infer that our fundamental holds, when the moduli are connected by 
the relations 

1-*^ = (1-&J)(1-*^) = (1-*^)(1-&1), etc., 
or when 



k = |/&?+&^-Äj^ = ykl+ki-leikU etc. 

In the case of m even, the moduli of the reduced will be given by the 
eqnations 

2^ If in the integrals 

dx 



/ 



we change x into -r-, the integrals will remain unaltered except in their mo- 

i k k 
doli, which become -7-, -r-, -p, etc. If we mähe these snbstitutions in the 

.< 

series of conditions 

1-Ä^=(l-Äl)(l-A^) = (l-*^)(1-Äj), etc. 

of the last paragraph, we get the following relations among the moduli for 
which the integrals are reducible, viz. 

3". If we use the transformation x'^ = 7 — n 1 ^ we know by the 

theory of elliptic functions or by direct Substitution that 

dx , —dx 

becomes 



and 

— r^*~ 

1 — Är'a:^ becomes (1— &^) — 3 — 71 i — , etc., 

from which it is piain as before that the integrals in x can be made to 
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depend on others of tbe same form in which tbe moduli aie 






3 



Hence we iofer as before that the integrals are reducible to others of lower 
Order if the following relations are true 

In this case, the cbange of each modulus into its comodulus gives no new 
set of relations for which the reduction is possible. 

The foregoing relations are easily seen to be eqaivalent to the 
following, viz: 

2m— 2 — 4 /.» 

i — i*2m-3 
1 — A^lm— 3 



III. 

Ueduotion of il6e/ian integrals to tbe Standard form employed in 

this memoir. 

If f{x) be an algebraic fanction of odd degree, 2m +1 say, then the 
^6e/ian integrals: 

y'' ^ dx /'^ xdx r^ x'^-^dx f " dx 

can be expressed in terms of integrals of the form we have used. 

Demonstration. Let the roots of f{x)=0 be a?!, X2\ ... Xj^^i, then 

f[x)=:(x-Xi){x-X.2){x — X3)...ix-X2„^l) = 0. 

Now in place of x put a?\'a?a— ^rJ+Xi, then 

X — X2 becoraes — (x2--ic,)(l— ar^), 

x—x^ „ -{xy-Xi){t-k'x'^)^ 

if 
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similarly 



X — ^4 = — (a:4—a?i)(l — ÄiO?^), if k\ = -^ ^, etc. 

u7j "~~ o/. 



Hence 

f[x) = (a?2-Xi)/^(a:,){rr'A2^i(ft,x)l, 

and dx becomes 2x{x2-'Xi)dx. 
Hence the integral 



/ ^ dx 



is transformed into the integral 

o j'JiEK r — 

and in a similar way the other ^6e/ians are redaced to our Standard form; 
since AheVivxi integrals can be reduced to integrals of our Standard form, and 
since if the moduli of these latter integrals be connected by certain relations, 
we infer the foUowing theorem. 

If f[x) = be an algebraic equation of the degree 2m+l, whose roots 
are connected by the relations 

(X3— a:i)(a:2— X|) = {Xfr-x^{x^—xC) = [x^—x^^x^-x^ = etc., 
then the integrals 

/* (te Z*^ xdx /** a;"*-' dx 

can be expressed in terms of integrals of the forms 

n dy n ydy H tf^-^dy 

and 

"^ dx 



j 



/ {\-\-nx)if{x) 

can be made to depend on integrals of the same form, together with integrals 
of the form 



where ^(j^) is of the degree m + l when m is even^ and of the degrees m + 2 
and m when m is odd, the reductions in the first case being made by the 
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substitutions 

and in the second case by eilher of these together with the Substitution 

This theorem may of course be proved directly. 
Dublin, 1872. 



Postscriptum. 
If f{x) be of an even degree, 2fii+2, we reduce the integrals 

** dx 



f 



to the Standard form by the Substitution: 



X 



and we find 

»2 Xj — X'itn a^Jw+1 — X2m-\-2 i ? _ J?t — Xim ^ X2m+l — 3g2m-h2 

a?j — «2m+2 X2m-\-i—X2m ' * X^ — a^m+2 i^Jm+l — ^2^ ' 

and it is easily seen that the conditions that the integrals may be reduced, 
are in this case all given by one set of relations among x^^ o^, 0:3, etc., 
for we can derive each set of equations from the first by a suitable inter- 
change among Xi, x^^ x^^ ... Xi^^^. Thus from the condilion 

by interchanging x^^ and a?2^+2 we get the conditions: 

1-Ä^ = (l^Äl)(l-&^) = (1-&^)(1-&J), 
and similarly the other conditions may be deduced. 
Dublin, May b% 1873. 
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Bemerkung über die Form der Integrale der linearen 
Differentialgleichungen' mit veränderlichen 

Coefficienten. 

(Von Herrn Hamburger.) 



J-Xerr Jordan hat in den Comptes rendas (annee 1871, 2. seniestre 
p. 787) eine Note ,^Sur la resolution des equalions differisnliellcs lineaires'^ 
veröffentlicht, in welcher er das System linearer Diflerenlialgleichunjren mit 
Constanten Coefficienlen für den Fall gleicher Wurzein der zugehörigen alge- 
braischen Gleichung veriniltelst einer Reihe von Substitutionen auf eine sogenannte 
canonische Form bringt. Die DifTereutialgleichungen finden sich daria in 
gewisse Gruppen gesondert, die sich unmittelbar integriren lassen. 

Das Verfahren des Herrn Jordan Ifisst sieb, nun, wie wir zeigen wollen, 
mit Erfolg anwenden auf die Bildung des nach der Bezeichnung des Herrn 
Fuchs*) zu einem singularen Punkte gehörigen Fundanientalsystems von n 
linear unabhängigen Integralen einer linearen Differenlialgleicbung n^^ Ordnimg 
zwischen x und t/y von der Gestall: 

M^ pii Pi^ ... p^ Functionen von x allein sind. 

Stellen nämlich f/„ 7/2, ... y„ ein beliebiges System liueai* unabhängiger 
Integrale dar, bezeichnet ferner {y^y die lineare homogene Function von 
yi9 Sf2i • . • yn^ i" welche die Function y^ übergeht, wenn die Variable x einen 
Umlauf um den betrachteten sLngulären Punkt macht, und ist 

wo die CoefGcienten a^^^ in Folge der linearen Unabhängigkeit der Integrale 

9i9 ••- y» der Bedingung zu genügen haben, dass Uire Determinante nicht 

verschwindet, so kann man, wie Herr Fvchs 1. c. gezeigt hat, eine lineare 

homogene Function 

« = ctyi+ßy^-i — Hey- 



*) Dieses Journal Bd. 66 ^Znr Theorie linearer Differeotialgleichangeu." 
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finden, welche der Relation genügt: 

(2.) (tt)' = o},u 
falls vji eine Wnrzel der Gleichung: 



^/ = 



Oi,, • . . »-,,-«> 



= 



ist. Die Gleichung ^ = nennt Herr Fuchs die zum betrachteten singulfiren 
Punkt gehörige Fundamentalgleichung. Die Verhältnisse der a^ ß^ ... (^ 
finden sich als die Lösungen des homogenen Gleichungssystems: 

u hat dann ip der Umgebung des singuldren Punktes, wenn wir denselben 
mit a bezeichnen, die Gestalt {x—aYip, wo r bis auf additive ganze Zählen 
durch die Relation e'^''^^ = (Oi bestimmt ist und (p eine in der Umgebung von 
a eindeutige Function vorstellt. 

Sind sammtliche n Wurzeln (o der Fundamentalgleichung ungleich, so 
giebt es ihnen entsprechend n Functionen u von der angegebenen Beschaffen- 
heit, welche das erwähnte Fundamentalsystem bilden. Sind hingegen gleiche 
Wurzeln vorhanden, und ist cu^ eine solche, die /a mal vorkommt, so ordnen 
sich dieser Wurzel ausser der obigen Function u noch fi—i andere Functionen 
als Glieder des Fundamentalsystems zu, welche in der Umgebung von a eben- 
falls die Form (x'-ay(p haben, wo aber (p im Allgemeinen den Logfuilhmus 
von x — a und dessen Potenzen bis zur (^— 1)*®^ incl. enthält Herr Fuchs 
hat 1. c. eine Gleichung (12, §. *S) aufgestellt, aus welcher sich Relationen 
zwischen den Coefficienten der mit Logarithmen behafteten Glieder in dieser 
Functionengruppe herleiten lassen, und in einer späteren ergänzenden Arbeit 
(dieses Journal Bd. 68 §§. 3 und 4) auch einige solche Relationen entwickelt. 

Wendet man nun die Betrachtung des Herrn Jordan auf diesen Fall 
an, so sieht man, dass die in Rede stehende Gruppe von ^Functionen im 
Allgemeinen in mehrere gesonderte Gruppen zerfällt, die mit einander in gar 
keinem Zusammenhang stehen, indem nämlich die Relationen zwischen den 
Coefficienten der mit Logarithmen behafteten Glieder immer nur innerhalb der 
Functionen einer solchen Partialgruppe stattfinden. Zugleich lassen sich die 
Integrale jeder Partialgruppe in eine einfache Form bringen, welche die ge- 
nannten Relationen mit einem Blick übersehen lassen. 
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Ehe wir nun zur Anwendung des Jordanschen Verfahrens auf die 
Bildung des genannten Fundamentalsystems übergehen, schicken wir der Voll- 
ständigkeit wegen den Beweis eines Satzes voran, der für jenes Verfahren 
die nothwendige Voraussetzung bildet. 

Hilfssatz: Es seien ^i, ^s) ••• 9» und Zi^ Z2, ... 2« zwei Systeme 
von Grössen, die durch das Gleichungssystem: 



(4:) 



«2 = «2,iyi+«2,2y2+--+«2,*y», 



aiiteinander verbunden sind; es seien .ferner y\^ ^29 ••• y'»} «i? ^29 ••• '1 
swei andere Grössensysteme, welche mit einander durch das nämliche System 
(4.)) aber mit yi, sf«? *** t/n und s,, S2, ... «» resp. durch die Gleichungs- 
aysteme : 

!yi = ÄiiyiH raj„y«, 
i . 

( «i = 6|iÄi + '- + 6j^,«^, 

verknüpft sind. Bilden wir nun unter der Voraussetzung, dass alle drei 
Sabstitutionsdet^finipanten : ^a,,*, ^^i,k> ^Kk von Null verschieden sind, die 
Pete?m{!ianten : 



(6.) 



a,i— to . . . a,,i 



»1.. 



. « 



«-,«- ö» 



n= 



bu—(o . . . 6„, 



K 



. . . 6. .— 0) 



n.f» 



so stimmen 1) P und IT in den Coefficienten der Potenzen von cei überein; 
2) wenn für einen Werth von oj alle partialen Determinanten v^^^ Grades von 
P (und also auch alle höheren Grades) verschwinden, während die des 
(v— 1)^° Grades nicht sfimmtlich Null werden, so verschwinden auch alle 
partialen Determinanten r^®" Grades von 77, während die des (v—i)^^^ Grades 
nicht sfimmtlicit Null werden. 
Beweis. Aus 

»i = «»,1 yl+ —+ «*,-»i. = **,! *»+•••+**.. »- 

15* 
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folgt : 

und hieraas: 

(7.) 2:a,,,ffa -= Ji:A,,,«,,i = c,i 

fär jedes k und l. 

Bildet man nun die Determinantenproducie 



! «II ... «,,, 



^»,1 • • • ^».n 



6n— tt> . • . bi 



ay—it) 



a 



a 



I,« 



n,L 



«..« t;> 



6... 



. . . fr«.,— w 



a 



11 



«• 1 



« 



I,» 



• ■ • 



(X 



l»,ft 



und setzt ^(fij^T-Q^ so erhält man nach (7.) 



Q p^n,Q -^ 



Cii — er II lo . . . C| --«,,„ CO 



^,.,r-««,iO> 



^«,«-««,»^ 



= fi. 



und da (> der Voraussetzung nach von Null verschieden ist, so folgt daraus, 
dass die Determinanten P und IT für jedes lo einander gleich sind, folglich 
in den Coefficienten der Potenzen von w mit einander übereinstimmen. 

Um den zvveiten Theil des Satzes zu beweisen, bezeichnen wir die 
parlialen Determinanten i^^^" Grades von P, 77, Q, /f *resp. mit j!^y^,y, n^j, 

VM? ''y,'^' ^^ / ^^^ ^^ beliebige der ^^4 i -x"'^^ "^ f'' C^f^t^Wnalionen 

von r verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, 2^ ... f/ bedeuten*), so ist 
{Cauchy, Journ. de Teoole pölyt. cah. 17 p. 107) 

• 

Da aber nach der Voraussetzung alle //„^^ verschwinden, so muss auch r^j = 
sein für jedes y und J. Giebl man nun rV alle Werthe 1,2,... fi^ so er- 
hftlt man aus (8.) das Gieichungssystem : 

^- ^r^9u,i-\----r^},M^M,,.y 



*) Vgl. haltitr, Theorie der Determ. 2. Aufl. p. 35. 
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dessen Delerminanle ^qn . . . ^^,,^ eine Potenz von R ist (vgl. Franke^ dieses 
Journal Bd. 61 pag. 350), also nicht verschwindet, folglich müssen Tiy^i, ... ti^,^ 
einzeln verschwinden. Dies gilt für ein beliebiges y, und somit verschwinden 
sämmtliche partiale Determinanten v^^^ Grades von U. 

Würden auch noch sammlliche partiale Determinanten (i/~l)^^° Grades 
von II verschwinden, so würde man vermittelst ganz derselben Schlussweise 
folgern., dass die sömmtlLcben parlialcu Determinanten (r — iy«° Grades von 
P gleichfalls verschwinden müssen, was gegen die Voraussetzung ist. 

Aus dem so eben bewiesenen Satze folgt noch, dass in den Gleichungs- 
sy stellen; 

(3.) cfflnH h(>flr„,i- att>|, . . . «a,,„-! hpö^,. = (>«>i 

und 

(9.) atjiH h(>6,,i = «o>,, . . . «6,^„+... + (>6^,„ = (^Wx 

mit den Determinanten P[ojy) —JI{Wy)^-0 derselbe Grad von Unbestimmtheit 
stattfindet., d. h. dass in dem einen System ebensoviele Gleichungen eine Folge 
der übrigen sind, wie in dem andern. Denn die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass n — v-\'\ Gleichungen eines Systems und nicht mehr 
eine Folge der übrigen sind, ist das Verschwinden sammtlicher partialen 
Determinanten v^^^ Grades, wahrend die des (r— 1)^^" Grades nicht alle ver- 
schwinden *). Diese Bedingung h{ aber, wie bewiesen, in beiden Systemen 
stets gleichzeitig erfüllt. 

Wir lassen nunmehr das Jordansche Verfahren folgen, um zu der 
canonischen Form des Systems (1".) zu gelangen. 

In dem System der n Gleichungen (3.) wird, da -^(co,) -0 ist, min- 
destens eine Gleichung eine Folge der übrigen sein. Ist dies mit mehreren 
Gleichungen der Fall, so wird die Zahl derer, die eine Folge der übrigen 
ist, nach dem Hilfssalze unabhängig sein von der Wahl der ein Fundamental- 
system bildenden Integrale, da die n Integrale des einen Systems mit denen 
eines beliebigen anderen durch das Gleicjiungssyslem (4.) verbunden sind, für 
vrelches -SV- ^ von Null verschieden ist. 

Aus den n — r übrigeji von einander unabhängigen Gleichungen des 
Systems (3.) werden die Grössen a^ ß^ ... (> als lineare homogene Functionen 



*) Vgl. BaHzer, Theorie d. Deterniinanten. 2 Aufl. § 8, 3 und §4, 7. Briefliche 
MittheiluDg von Kronecker. 
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von r willkärlicben Constanten bestimmt werden; folglich alle Fanctionen u, 
die der Gleichung (2.) genügen, sich linear homogen durch v derselben ans- 
drOcken lassen, die von einander unabhängig sind, und die mit Hi, ... Uy be- 
zeichnet sein mögen. Fähren wir nun in (1".) tfi, ... u^ statt y,, ... j/y ein, 
so erhalten wir folgendes System: 

I • 

(y*y = öl,i«i +--+oii,»'«r +«l,H-iy.'+i +-'-+»i,«y»- 

Bier wird die Fundamentalgleichung: 

wo 

/ f 



^' = 



/ » 



Diese Fundamentalgleichung stimmt mit der ursprOnglicben, wie bewiesen, in 
ihren Coefücienten aberein, und da cü| als eine ^fache Wurzel der Fun- 
damentalgleichung angenommen war, so muss v^/x sein. Ist v^iJ^y dann 
sind if|, ... Uy sfimmtliche der Wurzel a>| zugeordneten Integrale und bilden 
also v^fi Gruppen von je einem Gliede. Ist v<ifi^ dann ist m^ auch 
Wurzel der Gleichung ^' = 0. Bezeichnen nun a\ ß^^ ... ()' Grössen, deren 
Verhältnisse das Gleichungssystem: 

(11.) «'at+,,^+i+— + e'<K+j^«VH f .- -9 a'ö;+i,„ + .-+e'al.* = e'«i 
erfallen, und man multiplicirt die Gleichungen (10.) mit Ausschluss der r 
ersten der Reihe nach mit a\ ß'y ... q' und addirt, so erhält man fOr die 
Function 

(12.) € = «'^^4-1+ '••+?' yo 

welche von den u linear unabhängig ist, die Relation: 

(13.) (fj)' = aiif?ji + y («i, . .. fi^), 

wo 9) eine lineare homogene Function von t^i, ... Uy bezeichnet, welche 
übrigens, wie die u selbst^ der Relation {tpy^coitp genügt. 

Seien nun in dem System (11.) r' Gleichungen eine Folge der übrigen, 
so wird es v* von einander linear unabhängige Functionen ri, f>t, ... Vy^ von 
der Beschaffenheit wie v geben, so dass 
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und alle Functionen, die die Relation (13.) erfüllen, müssen sich durch 
ifi, ... Uyy &19 ••• ^v' linear homogen ausdrücken lassen. Zwischen den 
g> darf keine lineare Relation bestehen, weil sonst eine lineare homogene 
Function der v bestimmt werden könnte, welche der Relation (2.) ge- 
nfigte, mithin die Zahl der von einander linear unabhängigen Integrale, 
die dieser Relation genügen, grösser als v wäre, gegen obige Vor- 
aussetzung. Hieraus folgt noch, dass v' nicht grösser als v sein kann, da 
zwischen je r+i Functionen (p noth wendig eine lineare Relation be- 
stehen muss. 

Ist nun v+r[ = /i, so bilden die fi zur Wurzel w^ gehörigen Integrale 
Gruppen von je zwei Elementen und v—v' Gruppen von je einem Elemente. 

Die zweigliedrigen Gruppeu sind: 

^1 9 7i (^i • • • ^r) ^it ^^ß Relationen : (vi)' = ct^i f i + ^^i , 9i = o)i tp^ , 

• • • 

• • • 

• • • 

Die eingliedrigen Gruppen sind die v—v^ übrigen linearen homogenen Functionen 
von Ui^ ... u^y welche weder mit einander noch mit den (p in linearer Ref- 
lation stehen. 

Unbeschadet der Allgemeinheit können wir offenbar für die Functionen 
9>ii ••• ^y* einfach ti|, ... u^, und für die v—v' übrigen Functionen Uy*^\^ ... u^ 
setzen, so dass die Gruppen lauten: 

zweigliedrige: Hi, ri; »2, «i^; ... u^,, v^*. 



(14.) , 

eingliedrige: »v^+m ^y'-^'i^ • •*• ^vy 



VC 



Ist y+^</^> so führen wir in (10.) statt y^^,, ^^4.3, . . . y^^.^. die Integrale 
9i, ^2, ..• v^. ein, und wir erhalten das System: 

(•i,y =»,t«i, . . . (tiK)=w,ti^, 

^.) {(yy+r'+iy==<+i,'+i,i«*i+-"+<+K'+i,,.«*K+<Vw+i,i'+i^+"*^ 

• . • • • • • 

• . . • • • ' * • 

• • • • • • • 

Die Fundamentalgleichung wird hier: 
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WO 



z/" = 



'I 



F'-f»'' + l,»' + »'-+-I ^ ... ö«,v.i »'+1 



// 



Da r+v' <Zjiiy so ist ai| auch Wurzel der Gleichung ^/" --- 0, und wir können 
daher a', ß"y ... (>" durch das Gleichungssystem bestimmen: 

. MultipHcirl man die Gleichungen (15.) mit Ausschluss der i'+i'" ersteh der 
Reihe nach mit a'\ ß"^ ... (>" und addirt, so erhält man eine Function 

welche von den u und v linear unabhängig ist und der Relation genügt: 

(17.) (fr)' =^^ ^itv-r\p[u^..,.n,;v^^.:.fD^.\ 

wo 1// eine lineare homogene Function bezeichnet. 

Es seien nun in dem System (16.) v' Gleichungen eine Folg« der übrigen, 
so wird es v'* von einander linear unabhängige Functionen w^^ ... fOy,. geben, 
die der Relation (17.) genügen, so. dass die Gleichungen stattfinden'' 

(18.), {Wi)' ■-=ayiW^+il^i(Ui^...u^;Vi^,..ty.\ ... (tr^.O' = "^i«'K"+<,^y-(tti,...w,,;üi,...ü^,), 
und jede der Relation (17.) genügende Function muss sich .durch ti|, ... Uy; 
fi,\.. r^^; tTi, ... Wy.4 linear ausdrücken lassen. Zwischen den Functionen 
^1 , ... rf/ya darf keine lineare Relation von der Form 

(19.) atffi + btp2A h«VV' =^- f{n,.,..,Uy) 

bestehen, wo f{Ui^...Uy) eine lineare Function von «i, .,. «,, ist, weil sonst 
eine lineare homogene Function der w existirte, die ohne durch die u und v 
linear ausdrückbar zu sein, der Relation (13.) genügte, was gegen die Voraus- 
setzung ist. Hieraus folgt ferner, dhss v*' nicht grösser als v* sein darf, weil 
sich sonst durch Elimination der r' Grössen v aus den Gleichungen (18.) die 
Relation (19.) herstellen Hesse. Ist nun v-^-r ^v* ^^ u^ so zerfallen die .i^ 
der Wurzel oii zugeordneten Intejrrale in v" Gruppen von je drei Elementen, 
v'—v* Gruppen von je zwei Elementen und r — v Gruppen, von je einem 
Elemente, welche wir, wenn unbeschadet der Allgemeinheit die Functionen 
i//i, ... VV^'durch «j|, ... f)y. ersetzt werden, folgendermassen schreiben können : 
v' dreigliedrige Gruppen: 

Hi, ©i, iTi, mit den Relationen : («i}' =tt>iM|, («>,)' =u)^Vi +?ii, (itj)' =a>|fri +f?,, 

^y,., Vy.., Wy.., „ V „ (ll,..j ^(ÜiUy.., ^t y..)' ^Ü) ^i) y. .-\- U ,. . , {V) y • ^ =^03 iW ^ .^^ 19 y^ .'y 
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v'— r" zweigliedrige Gruppen': 

«r"+M ^r"+i nail den Relationen: («k/'+i)' = a>iii^«^i, (©,."4.1)' = cüjry..^, + ii^..^i. 

V—v' eingliedrige Gruppen: ;,. 

u^,^i mit der Relation: (w^/^i)' = o^i«,.'+i, 

«K « « " « («r)' = ««1 «X • 

•Setzen wir das beschriebene Verfahren weiter fort, so gelangen wir zu fol- 
gendem Ergebniss: 

Es sei ai| eine ^u-fache Wurzel der Fundamentalgleichung J=0^ und 
es mögen in den Gleicbungssystemen von der Form (3.) 9 (HO? (l^O? vvie 
sie in den jniccessiv angewandten Substitutionen^. in der vorgeschriebenen 
l^eise nach einander auftreten, der Reihe nach v, v\ v'\ . . . v^*^ Gleichungen 
eine Folge der übrigen sein, so dass r+v'+ '•+v^^\=fi ist, und wobei, wie 
wir gesehen, jedes folgende v nicht grösser als das vorhergehende sein kann, 
dann zerfallen die /i zur Wurzel (Og gehörigen Integrale in 

v^'^ Gruppen von je il+1 Elementen, 



V—v' 2 

y—y' „ „ „ 1 Element. 

Die m Elemente j(i, j^,, ... y^ einer m-gliedrigen Gruppe sind durch folgende 
R^ftnionen mit einander verbunden: 

(20.) (sfiy = cüyi, (y2y = a)y2+y,, . . . (yj' = toy>,+y>,-i*). 

Anmerkung. 1. Wenn y' = 0, dann muss v" = >'"' = ••• = v^^> = 0, 
y = fi sein, und man erhält fi Gruppen von je einem Element; für jedes 
dieser Elemente gilt die Relation {yy = (JDy. Dieser Fall tritt ein, wenn in 
dem ersten Gleichungssyslem (3.) /a Gleichungen eine Folge der übrigen sind. 

2. Wenn v = l, dann muss y' = v" = ... = y^'^ = 1 sein, und sSmml- 
liche der Wurzel w zugeordneten Integrale bilden eine einzige Gruppe von 
X+\ = u Elementen. Dieser Fall tritt ein, wenn in dem Gleichungssystem 
(3.) nicht mehr als eine Gleichung eine Folge der übrigen ist. 

*) Wir lassen von nun an der Kürze wegen den Index von w weg. 
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■f 



Wir gehen nun dazu über, die Fo^m feätzuslellen , welche die eine 
Gruppe (20.) constituirenden Integrale in der Umgebung des betrachteten sin- 
guISren Punktes a annehmen. 

^Wir setzen der Einfachheit wegen 

log(a: — a) 



= u. 



.m— 1 



(21.) , 



* * 2ni 

SO dass u bei einem Umlauf um a in w + 1 übergeht. Bezeichnet ferner f{u) 
eine willkürliche ganze Function (m— 1)^®° Grades von u 

wo die Coefficienten ^o, ... -^«_i beliebige Functionen von x vorstellen, die*' 
in der Umgebung von a eindeutig bleiben, so beweisen wir zunächst, dass 
den Relationen (20.) genügt wird, wenn wir setzen: 

y« = («ir ö)7(«% ym-i^ix-ay.wjfiu), ^ . . 

wo der Exponent r, wie bereits im Eingang erwähnt, durch die Gleichung 
e''-'" = cü definirt ist, Jf{u) die Differenz f{u + i)-'f{u) und ^V(ii) die Diffe- 
renz k^^^ Ordnung von f{u) mit dem Increment 1 bezeichnet. Da hiernach 
J'*~^f{u)='i.2,..{m-l).A^^i kein u enthält, so ist in dieser Gruppe das 
Integral ^i, und nur dieses, mit keinem Logarithmus behaftet. 

Es ist nämlich, da (x—aY bei einem Umlauf um a in w{x—ay äbergeht, 

= (a;-a)^to*+'(^Y(«) + //*+Y(«)) 

Somit sind die Relationen (20.) erfüllt. 

Es erübrigt noch zu beweisen, dass die Relationen (20.) die Form 
(21.) für das System der Integrale y^^ ... y« in der Umgebung von a noth- 
wendig machen. 

Aus der ersten Gleichung in (20.) folgt: 

{yxix-ayy = yi{x-ay\ 

Mithin ist yiix — aY'' eine in der Umgebung von a eindeutige Function von 
Xy und wir können y^ die Form geben: 

y^ = (a?-fl)^a>•"-^^/"-Y(ll), 
WO f\u) eine Function von fi = — ^~' — (w— 1)*®^ Grades bedeutet, deren 
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CoefGcienten ganz willkürliche Functionen von x sind mit der einzigen Ein- 
schränkung, dass sie in der Umgebung von a eindeutig bleiben. J'^^fiu)^ 
als kein u enthaltend, stellt daher eine beliebige um a eindeutige Function 
von X dar. 

Aus der zweiten Gleichung in (20.) folgt alsdann, wenn wir setzen: 

^2 = (üT^'^x — aYsy 

(a)' - z + J-'fiu). 
Da aber 

j^-'f[u) = ^'"-Y(M+i)-^"-7(fi) 

ist, so ergiebt sich: • 

Hithin ist j5--^*~^/'(ii) eine in der Umgebung von a eindeutige Function von 

X, und indem wir diese mit dem ganz willkürlich gelassenen von u freien 

J - Gliede in ^"^^fin) zu einer einzigen Function vereinigt denken, können wir 

> seifen. Auf dieselbe Weise erhält man successive: 

Die Form (21.) der Integrale einer Gruppe von m Elementen zeigt, dass 
dasjenige Element y^, welches mit der höcibsten Logarithmenpotenz, der 
(m — 1)^% behaftet ist, zugleich alle m von einander unabhängigen in der Um- 
gebung von a eindeutigen Functionen enthält, welche in der Gruppe überhaupt 
vorkommend 

Die Relationen zwischen den Coefficienten der Potenzen von °X^T 

ii|b den verschiedenen Elementen derselben Gruppe sind durch die Form (21.) 
unmittelbar gegeben, ihre Zahl ist offenbar 

mCm-\-l) m(m—i) 

— I» = 



2 • 2 

Weitere lineare Relationen zwischen den Coefficienten der Logarithmen- 
potenzen in den Elementen verschiedener Gruppen untereinander können nicht 
stattfinden. Denn da in jeder Gruppe gerade so viele von einander unab- 
hängige Functionen vorkommen, als die Zahl der in ihr enthaltenen Elemente 
beträgt, so sind überhaupt in dem der Wurzel o) zugeordneten System von 

16» 
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fi Integralen gerade 

y(^)(;t+l) + (v^^"*^-i'^'^)>t + -- + 2(v'-y") + ^->'' = f^ 
von einander unabhängige Functionen vorhanden, welche Zahl sowohl noth- 
wendig als hinreichend ist. 

Da nach der oben gegebenen Eintheilung in Gruppen die höchste Zahl 
der zu einer derselben gehörenden Elemente, die Oberhaupt vorkommt, gleich 
A+l ist, so ist nach (21.) die höchste Potenz des Logarithmus, welche in 
den Integralen enthalten ist, die V-^, 

Wenn v = 1 ist, dann steigt die Logarithmenpofenz bisjüEuf die 
(/t~l)K Ist v=^fji^ dann treten in d0flä&*uppen, die hier alle (s. S. f^l) aus 
je einem Elemente bestehen, nirgend^BOgarithmen auf. Tritt dieser Umstand 
bei allen gleichen Wurzeln der zum singulären Punkt a gehörigen Fun- 
damentalgleichung J=^0 ein, so sind sfimmtliche Integrale des zu diesem 
Punkt gehörigen Fundamentalsystems in ihren Entwickelungen nach Potenzen 
von x--a von Logarithmen Trei. Wir können noch hinzufägeQ|Lindem wir :^ 
uns der von Herrn Weierslrctss (^^Zur Theorie der bilinearen nqp^craiaratischen^'^^ 
Formen.^ Berl. Monatsbericht 1868) eingeführten Definilion^^|^|||PRementar-- 
theiler^ einer Determinante bedienen, dass der zuletzt hervorgehobeneAFäSl^ 
stattfindet, wenn sämmtliche Elementartheiler der Determinante J den Expo- 
nenten 1 haben, wozu, Wj^e ebenfalls Herr WeierstrMs gezeig:t bat (1. c. p. 331) 
noth wendig und hinreichend ist, dass jeder Theiler cü— co^ der Determin^te J^ 
wenn er in derselben u mal "Mkommt, auch ein gemeinschaftlicher Theiler aller 
Unlerdeterminanten («— ^w^+l)*®' Ordnung von J ist. Dass dies hei der ge- 
machten Voraussetzung zutrifft, ist sofort aus der Form der Determinante des 
Gleichungssystems (10.) ersichtlich, wenn man daselbst v = /e^ und cu^ Matt 
w. setzt und beachtet, dass die an derselben Stelle mit J^ bezeichnete Deter- 
minante nach der Annahme fflr cor=cü^ nicht verschwindet*): 



''') Bezeichnen wir ^Xitjk mit q> und £akAXiyk mit \p, t = 1, ... n, /r = 1, ... n, 

so stimmt die Determinante J der Fundamentalgleichung mit der Determinante der 
bilinearen Form tp — offf in den einzelnen Elementen Uberein. Nach den Unter- 
suchungen des Herrn Weierstras$ (I.e. p. 331 u. 319) enthält der in Rede stehende 
Fall die nothwendige und hinreichende Bedingung daftlr, dass die Functionen q> und 
fp vermittelst linearer homogener Substitutionen sich simultan transformiren lassen in 

resp. !£X^Fp und ^ifw^X^F^. Wie Herr Christoffel (dieses Journal Bd. 63, p. 255) 

nachgewiesen, ist hierf&r hinreichend, dass, wenn Oj,» von der Form g + hi ist, an^i die 
Form g — hi hat, unter g und h reelle Grössen verstanden, alle a^,« aber reell 'sind. 
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Schliesslich erkennt msgi noch aus der Form (21.)) dass der Coefficient 
der höchsten Logarithmenpotenz in irgend einem Elemente einer Gruppe dem 
vom Lf^arithmus freien Elemente derselben Gruppe l)is auf einen constanten 
Factor gleich ist, mithin selbst ein Integral der« betrachteten Differentialglei- 
chung darstellt, was bereits Herr Fuchs*) angemerkt hat. 

Berlin, Februar 1873. 



*. 



J^achtrag. 

^^ ^Eine Arbeit des Herrn Jordan in den Comptes Rendus vom Mfirs 
1872: ,,Sur les oscillations infiniment petites des systemes materiels,^ welche 
^HDS nachtrSglich bekannt geworden ist, veranlasst uns zu einer literarischen 
Bemerkung. Es ist darin eine von Herrn Somof 1859 in den Memoires de 
TAcaderaie de St. Petersbourg veröffentlichten Abhandlung erwähnt, in welcher 
das Slfstem der Gleichungen fflr die sehr kleinen Schwingungen eines Systems 
mytffiri^llei^^Enirkte sich behandelt findet und der Beweis geliefert wird, dass, 
auch weiAHPmJH algebraische Gleichung gleiche Wurzeln hat, die 

Zeit in ^pPpffitegralen nicht ausserhalb der Sinus und Cosinus vorkommt. 
^"Herr Jordan Jinäpft daran unter Bezugnahme auf seine frflhere Arbeit vom 
Jahre 1871, ""die unserer obigen Untersuchung zum Ausgangspunkte diente^ 
^ einen neuen Beweis desselben Satzes, wobei er auf den Zusammenhang des 
"^ ^fraglichen Problems mit der Aufgabe, zwei qiadratische Formen gleichzeitig 
in ^ine Summe von Quadraten umzuwandeln, hinweist. Wir bemerken hierauf, 
dasf Herr ^eierstrass bereits in der im Mfirz 1858 in den Berl. Monatsber. er- 
schienenen Abhandlung : „lieber homogene Functionen zweiten Grades^^ sowohl 
den iOf^Rede stehenden Satz festgestellt als auch den Znsammenhang desselben 
mit der Theorie der Transformation quadratischer Formen, wie übrigens schon 
aus dem Titel zu ersehen, nachgewiesen hat. 

Berlin, den 23. April 1873. 



indem die andere daselbst noch geforderte Bedingung sich hier von gelbst erftallt findet 
Gleichzeitig sind alsdann sämmtliche Wurzeln w^ reell. Wir bemerken noch, dass 
derselbe Fall, der hier für das Nichtauftreten von Logarithmen charakteristisch ist, in 
der Theorie der simultanen Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten das 
Ausbleiben der nichtperiodischen Functionen der Independenten in den Integralen zur 
Folge hat. (Vgl. Weiersirass, Ueber homog. Funct. No. 5, Monatsber. 1858.) 

*) Dieses Journal, Bd. 68, ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen^ §. 1. 
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lieber die allgemeinste FIftchenschaar zweiten 

Grades, die mit- irgend zwei andern Flächen- 

schaaren ein orthogonales System bildet. 

(Von Herrn Schläfli in Bern.) 



S^eit Dupins genialer Entdeckung sind die orthogonalen Fldcheniysteme, 
so viel als mir bekannt ist, besonders von Lame zur Behandlung physikalischer 
Fragen gebraucht worden. In den Comptes rendus der Pariser Akademie 
finden sich unter dem 30. November 1868 und 9. August 1869 Mittheilungen 
des Herrn Darboux, und unter dem 19. October 1868 solche des Herrn Morm, 
welche orthogonale Flächensysteme betreffen und eine tiefe Erforschung dieses 
Gegenstandes beurkunden. Es kommen darin namentlich auch algebraische 
Flächensysteme zur Sprache. Aber in dem freilich geringen: ^ifofange 4iier 
Literatur, die ich verglichen habe, konnte ich keine Spur dä|^ auffinden, 
dass die in der Ueberschrift genannte Aufgabe von jemand wäre gestellt und 
gelöst worden. **. 

1. Elimination zweier Parameter, Es seien ^ f\ f^ drei, von ein- 
ander unabhängige Functionen der rechtwinkligen Coordinaten x^ y, ^; ^ 

^=^^4' ^'=^/^4' ^"=^/^'Ä- " . 

Wenn Derivationspolynome mit einander multiplicirt vorkommen, so soll das 
vorangehende nie auf die Elemente (Coefficienten) des nachfolgenden wirken; 
sondern man verstehe z. B. 

in diesem Sinne sei 

U = D'D"f= 2f^ D"f., = Sf'^D'f,, V = DD"f\, U" = D D'f". 

Dann ist 

DT=U+V\ D'T=U"+U, D"T'=V+U'; 

folglich 

U=l(-DT+D'r+D"r'), etc. , 
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und diese letzten drei Ausdrücke mögen nun als Definitionen von U^ U^ ü*' 
gelten. Ferner ist 

also 

Da nun 

DU==D{D'Dy)^DD'Dy+2;Df',.D"f^+:SDf;:.D'f, 

ist, so folgt 
Zugleich ist 

r = 2)7, r = /)'/; r= i/)'Z)"(x'+y'+3'), u=D'Dy. 

Wenn nun T, T, r' in Bezug auf a:, y^ z identisch verschwinden, 
so thut U=^l{-DT+D'r+Dr), folglich auch V dasselbe; und man hat 
fünf Gleichungen 



« 



D'f=0 



DD'D'f- 2£D'f^.D"f^ = 0, 



D'D"f =0 

aus depen man die vier Verhältnisse /^^ r/'y r/'i, fx-ty'fz eliminiren kann, so 
j^dass eine Differentialgleichung dritter Ordnung entsteht, der die Function f 
< za genfigen hat. Da 

IX 

so kann man die letzte Gleichung auch durch 

* Jx 

darstellen. 

Da die zwei Parameter f\ f im Systeme der fünf Gleichungen als 
eliminirt zu gelten haben, so lösche man ihre Spur aus, indem man die ge- 
nannten vier Verhältnisse mit t \ni \ n\ t' : m" : n" bezeichnet und fortan 

Z>'= -T/'^, D' = ^r^ setzt. Mittelst der dritten Gleichung /'r-fi»W'+»V'=0 

des Systems kann man zeigen, dass die zwei ersten eine nothwendige Folge 
der drei neuen Gleichungen 

rz>7+r/)7=o, m"z>Y+m'Z)7=o, «"/)7+»'/>7=o 



i 
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sind, so wie umgekehrt diese di%i aus jenen zweien hervorgehen. Dann hat 
man sechs Gleichungen, die in Bezug auf die sechs zu eiiminirenden Ver- 
hällnisszahlen « = /'/", /:? = m m", ^y = n' »", , € = m' «"+ m" n', ^ = t^/' + n" r, 
r]=^ l!rn'-\-rm' linear und homogen sind. Dadurch ist Irrationalildt vOTmieden, 
und man kann sofort die Differentialgleichung dritter Ordnung, die nur den 
Parameter der ersten Flächenschaar enthält, in Form ehies sechsstelligen 
Determinants darstellen. Dieser einzige noch übrige Parameter werde fortan 
mit f (statt f) bezeichnet, und es sei 

df^pdx + qdy + rdz, dp = adx + hdy+gdzA 

? / Determ. = /, 

dq=^hdx+bdy+fdzA 

( Minore Sl, $9 r • * ; 
dr=:gdx + fdy + cdz,] "^''^ 

femer sei immer noch wie früher 

^ == P-T^+^-l^ + r 



dx ^ dy di 

Die drei neuen Gleichungen (die ersten des Systems) geben 

2a. T] . ^ 



1. 






= 0, 



■n^ 



^enn man p:q :r eliminirt. Wenn also x^ V^^ ^ tndeterminaten bj^ieuten, ^ 
so ist in Bezug %uf diese das Polynom a/'+/?y/'+ya)'+«y/ai + ^/a)-f;yy^ 
zerlegbar in (r;f+mV+»'cü)(/"/+m'>+ii"a)). Daher haben D\ D" inmev ■; ^ 

noch eine Bedeutung, aber eine solche, dass sie^resp. durch OD', -ßD'' er- 
setzt werden können. 

Es sei ferner Q'^=p'^+q'^+r^ (also q Lames Differentialparameter erster 
Ordnung, dessen umgekehrten Werlh er zum vorzüglichen Object der Diflk- 
rentiationen macht), p = Qi', q = 91^^ r = Qv. Dann ist 

XW'D''-=^XW'D''--iDXX'},D''—-iD'\X\D'--^ 

Aus D'D"f=0 folgt -2'ri)"(pA)=(i-2'r/)"Z = 0, und aus -rA/)"A=0, :srD"X==0 
folgt D"X:D"fi:D"v=^e':m":n'; ebenso D'X:... = r:... Also ist :SD'X.D''X==0; 

und da A^+/i'+y^ = l, so bekommt man F = —p^ /)'/)"— , eine scheinbar 

irrationale Form, die aber für spätere Verwandlungen bequem ist. 



(B. ) , «/+ /iv'+ /«''+ < V"» + &f <» + »?;tv = 
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Ich bezeichne und vereinige nun die sechs Gleichungen des Systems 
wie folgt: 

; (I.) = 2/>« + ^r; + r?=0, 

(II.) = 2^/H«+p>? = 0, 

(III.) = 2ry+pC+?f = 0, 

(V.) = aaJrbß+cy^f6+gi;+hri = 0, 

Q 

Man kann die Wertbe von a, ß, y, e, ^, t], die sich aus den fünf ersten 
Gleichungen ergeben, kurz durch die in Bezug auf x, xp, m identische Gleichung 

. p* + 9* +r' . . px + qtp+ rot 
p.pa+qh+rg.x .ax+htp+gm 
q .ph+ qb+rf . xjj . hx-\-byj+ fm 
r .pg+qf+rc. (o . gx + ftp + cio 

darstellen. Was die ursprüngliche rationale Form des Differenlialausdrucks 
K betrifEk, so ist 

DD'D"^ = aDa + ßDb+yDc+eDf+^Dg+7]Dh; 
2D'p.D"p = 2iea + m'h+n'g){e'a-\-m"h+H"g) 

= :Sa(a'+h'+g') + :Ze{hg + bf+fc), 
und wenn man dieselben Relationen 

ä' + h'+g' = 2l + (a+6 + c)o-(a + 33 + (5), etc. 
hg+bf+fc = ^+(a+b + c)f, etc., 

die in diesem Journal, Band 30, gegen das Ende der Abhandlung Herrn 
Borchardts „Neue Eigenschaften der Gleichung, mit deren Hülfe man die 
seculären Störungen der Planeten bestimmt,** vorkommen, gebraucht und 

(a+6+c).(V.)-(2l+S3 + e).(IV.) = weglässl, 

Also ist 

die sechste Gleichung des Systems (A.) in einer etwas mehr entwickelten Form. 
Wollte man oben den Gebrauch der Richtungscosinusse a, //, v ver- 
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meiden, um durch einen rationaleren Process zum Ausdruck V= —o^D'D'* — 

9 

zu gelangen^ so stund die Identität 

zu Gebot. 

2. Inlegrabilitätsbedingungen für die Differentialgleichungen 

l'dx + m'dg + ndz = 0, rdx + m'dy + n''dz = 0. 

Aus dem Dasein des orthogonalen Systems folgt die Differenlial- 
gleichung V==0 fQr den Parameter der ersten Flachensi^haar. DäS8 ahtt 
umgekehrt, wenn eine Flächenschaar die Bedingung ^=0 erfallt, darAes dnH' 
Dasein der zwei anderen Flächenschaaren mit Nothwendigkeit folge, vermag 
ich nicht unmiltelbar einzusehen und glaube daher die Iniegrabilität der zwei 
genannten Differentialgleichungen untersuchen zu sollen. Wenn 

^dy c» / \ oz dx y \ dx öy / 

den auf die erste und H" die auf die zweite Differentialgleichung beBAgb'dieii 
Integrabilitdtsbediugungsausdruck bedeutet, wenn ferner • 

t .m' ,n' 

rf n ff = ßC/'^^^O^ 
f ,m.n 

so findet man 

so dass wirklich beide Integrabilitälsbedingungen sich zu der einzigen K= 
vereinigen, der die Function f bereits genagt. Man kann auch sagen, — F 
sei der gemeinschaftliche (nach obiger Form gebildete) Integrabilitfltsbiedinf- 
gungsausdruck für die zwei Differentialgleichungen 

^ rdx + m'dy + n'dz ^ ^ V' dx + m!' dy + n" dz ^ 

H ■ , =="9 ^ -, r = U. 

Die Rechnung kann etwa so geführt werden. Es sei 
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Da m'^n*''—m'^n'^=p€R, etc., so erhellt sogleich, dass 

Da 

^P<q'-i O = qr(l,)+rp{ll)+pq{m.)^2pqr{iy.) = 

ist, so können demnach U, W linear und homogen durch q^+r^y 9^~-^^ dar- 
gestellt werden, so dass beim Forlschritt durch die Coordinatenaxen die 
Coefficienlen ungeändert bleiben. Da 

2r{rdX'\-m'dg'\-ndz) =^ 2adx + (7]-rR)dy + {^+qR)dz, 
so ist 

Subirahirt man hiervon den Ausdruck fQr APH*', der sich durch den Ueber- 
gang von R in —R unterscheidet, und dividirt durch 4/2^ so kommt 

Hier ist 

da da da ^ . öiy , . ^f i dCrC-}- qrj) i j- i l 

Demnach ist 

W = -i^|^-(I-)+^^+(Hc)(IV.)-(V.) + «Z)logÄ-Z)a-c/9-6;'+/fc, 

also 

W = W (a D log R - Da -cii-by+ ff), elc; 
daher 

H^4. |y>+ tr» ^ (Z)IogÄ-«-6-c}.(IV.)-2)(IV.) + (V.); 

d. b. 

W+ W'+ W" = 0. 

Man darf also 

17* 



W da 

= — r 
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setzen. Es ist ferner 



ß .tn]—ps 
r .pe-ql 

und da die Minore des Schemas 



= i«(i.)-iC(n.)-i»?(iii.)+pe(iv.)+;'(?'?-2«6), 



T] .2/3. t 
die Werthe —p'R', —pqR'', —prR^, elc. haben, so folgt 



• 

und hieraus 




1 


r 


.w 

.W" 


= PqrT, 


Man hat 


(a.) 


pqrT = 


ß.-Dß-ar-ca+g^ 
y . —Dy — ba — aß+hr] 


• 

Da 


m'" 


RV'+W (rn-pt)T-RV' 
~ RU-\-W ~ (^qC-rTi)T-RU 

m" v + rR 2ß 
l" " 2a ~^ ri-rR ' 


so wähle man 










m 
7 




a 


V+rR 
Tj — rR 



and scheide in der Gleichung 

a{ri-rR){{rri-pB)T-RU')-ß{ri+rR){{ql;-rri)T-RU) = 
die Irralionalilätscomponenten, so bekommt man 

n[<rr,-pB)-ß{qt^-rri)]T+rR'{ßU+aU') = 0, 

-r[a{rri-pt)-\-ß{ql;-rri)\T+ rj (ßU-aU') = 0. 

Dass 

a{rri-pe)~ß{qC,-rTi) = -pqrR\ 

ist schon bewiesen. Ferner ist » 

a{rri-pB)+ß{qi;-rri) = -^«(1.) + j^(II.)-i,;(UI._)+r,,(IV.) + i?(g6-2r/?). 
• Die zwei Gleichungen geben daher: 

ßU+aU' = pqrjT, ßU-aU' = (qre-2r'ß)T. 
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Da nun 

pqri-qre + 2r'ß = p(I.)-r(III.) + 2r^(IV.)-2C;^'+Oa 

ist, so folgt 

U=^(q'+r')T, U' = ^{p'+r')T, U'^ = --{p'+q')T, 

Es bleibt noch übrig, T mittelst der Formel (a.) zu berechnen. Um 
die Terme, welche die dritten Abgeleiteten des Parameters f enthalten, Von 
den übrigen scheiden zu können, setze ich D = Di+Dn mit der Bedingung 
Dx{ayhyCjf,g^h) =^0^ Z>ii(/?,9,r) = 0. Dann sind die Terme dritter Ordnung 
im Ausdruck (a.) für pqrT durch yD^iß—ßD^xy dargestellt, was mit Rück- 
sicht auf die aus (B.) herfliessenden Werthe 

q.Dq 



a = —p 



T.Dr 



+ (f iqg-rh), etc.; 



p.Dp 
q,Dq 



— r 



r . Dr 
p.Dp 



+ (r{p{b-c) + rg-qh)^ etc. 



+ q' :SpaDf^Q'pDf. {IW.) 



e = -q 

m 

zunächst gleich 

p . q . r 
D'p. D'q.D'r 

ist. Der erste Term wird 2qraD^p'-qrD'^p.{lV.). Man hat also 

rDiiß-ßDnr = :Sqra{pDa + qDh+rDg) + {p'+q'W)2pc^Df. 

Hier ist pqra der Coefficient von Da, derjenige von Df ist 

r.rpß+q.pqyHp'+q'-\'r')pa^ip{p{l)--q{ll)--r^^^^^^ 

Folglich ist 

yDnß-ßDny=pqr{:SaDa + 2€Df)=-pqrDD'D''l 

Um den noch übrigen Theil des Ausdrucks (a.) zu finden, berechne man 
zunächst 

(A) = D.a + by+cß-fB 

und setze für diesen Zweck 

E = Dp-4::+Dq-4-+Dr ^ 



dx 



öy 



di 
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Dann isl . . 

D,a = -pqEr+prEq-Dp{qDr'-rDq) + Q'{gDq^hDr) + 2iqg-rh)^pDp, 

by+cß-fe = {rf--qc)(rDp--pDr) + iqf^rb){pDq--qDp) + Q\hDr-'gDq) 

= '-prEqi'pqEr-'Dp{qDr—rDq) + ()^{hDr'-gDq)\ 

folglich 

^{A.) = qljg2pDp^Dr.Dp]^r[hSpDp--Dp,Dq] {^=qQ-^rR). 

Aber 

(P=) fSpDp-Dq,Dr^-^^p'^%qr+^pr + ®pq, 

und 



i 



/9.(B) 
/.(C) 



/9 . rß-pP 
rpP-qQ 



= /?f.(IV.)--2'pPa, 



also auch 



Daher endlich 



= pqr {2^a +^%e) = pqr:SD'p , D'p. 
T = DD'D''f'-22D'p.D"p = V. 



3. Dte er«/e Flächenschaar sei algebraisch. 

Ersetzt man x. i/, z durch — , — , — , so ist der Parameter f eine 

homogene Function nullten Grades der vier Variabein w, x, y^ z. Sie sei 
mittelbar durch eine Gleichung ^ = gegeben, wo 4> eine homogene ganze 
Function ö^®" Grades der vier Variabein ir, a:, y, z bedeutet, worin die als 
constani betrachteten Elemente (Coefficienten) noch unbekannte Functionen des 
einzigen Parameters f sind. Die Ableitungen, in denen f als constant gilt, 
werxlen auf gewöhnliche Weise, diejenigen nach f durch einen Accent, und 
diejenigen, worin f als die durch die Gleichung <;^ = bestimmte Function 
von w, X, t/y i gilt, durch Einklamraerung bezeichnet. Da l>'f = 0, D"f = 0^ 
D'D"f=0 ist, so hat man für jede Function V von lo, x, y, «, f unmittelbar 
(/)T) = /)T, (/)"F) = /)'T und (D'D'V) = D'D'V; und da die Gleichungen 
(/)'*) = 0, (/)"*) =0, (/)'/)"*) = identisch richtig sind, so folgen aus 
denselben die bedingungskrfifligen Gleichungen /)'</> =0, /)"* = 0, !>'/)"* = 0, 

die, mit D'D" ^ ' ^ "^^ == verbunden, die zwei HauplkrQmmungsrichtungQn 

(Elemente der Ableitungspolynome D', D") auf ähnliche Weise bestimmen 
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«ie rrOb.r. Aas = (-|^) = -|^ + *'4 folg. ^ = - ^ 
Es sei 



i Ö0 

dx 



etc. 



d4> = ndw-^-pdx-r gdy + rd& + 4>'df (also Ö0 = «fp + /?x + ^j^ + r«), 

p^+q^+r^ = Q^' Dann ist das frühere (> jetzt (i:*'. Die Differenlialgleichung 
dritter Ordnung ist daher zunächst durch (/)'/)"(*': p)) = 0, also vermöge 
voriger Bemerkung auch durch 



DD''— = 



*>Ä-* 



dargestellt. Es sei ferner, wenn f als constant g^:isi^^w-\-kdx+ldy^mdz 
dp = kdw + adx + hdy+gdz, etc. (also {0—i)n=jW'i'kx + ly-\'mz^ etc.), 



J^ 



j , k . l .m 

k .a . h . g 

l.h,b.f 

m , g . f , c 



=JJ+kK-\'lL+mM= etc., J = a% + h^+g®^ etc.; 



also z. B. 



(d-l)(?l;? + ^^ + ®r) = Jx-Kw. 



DV hier fOr 4> die Abgeleitelen in Bezug auf x^ y, z mit denselben Buchstaben 
bezeichnet sind, wie in §. 1 diejenigen der Function f, und da die jetzigen 
Bedingungen filr die Elemente von D', D" sich von den frühern nur dadurch 
unterscheiden, dass 4> anstatt f steht, so kann man den Ausdruck (B.) (in §. 1) 

sofort auch hier anwenden; er werde mit ^_. , bezeichnet, und es sei 

d = fi)(p'\'xx + y^^+^^' (Die Indelerminaten (p, Xy % ^ sind bestimmt, nach 

e^ f) f^ f^ 

beendigter Rechnung resp. -g— , -g— , -^, -^ zu bedeuten.) Da = ist, 

so kann man im Schema für -^— r die oberste Zeile also*, C'— IJCpHj'+O^ 

(?—(?, {0'-\)(px-\-qU'-ira)) auffassen. Sondert man an der dritten Stelle 
— (^x belreffenden Minor als besondern Term ab, so kann man im übrigen 
Scbema die erste Zeile durch Subiraction der resp. mit x^ y^^ü multiplicirten 
folgenden Zeilen vereinracben, und bekommt: 



s 
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£2 = ~(ö-l)(J 



+ 



p .ap+hq+gr .ax + hip+gix) 
q .hp-{^bq + fr . A/ + 6i//+/cü 
r . gp+fq + cr .gx + f(p + cu) 
{0—i)n . kp + lq + mr.q) . kx + lip + mu) 
[d-i)p . ap+hq+gr . / . ax + hip+gu) 
i0-i)q.hp + bq+fr . tp . hx+bip+fio 
{0-i)r .gp+fq + cr . (o . gx+fip+cu) 



w. 



Im, ersten Term entspricht dem obersten Element p der ersten Spalte als iMinor 




p.q .r 



21. p./ 
^p.q.tp 
® , r .0) 



.Ä 



Multiplicirt man mit p, summirt und beachtet, dass 

{0-i){3lp + Spq + ®r) = Jx-Kw, etc., 
so bekommt man als ersten Term 



r =^ d 



J.O.W .0 

K .p .X .X 
L.q .y .yj 
M .r .z . ü) 



'■K^ 



Im zweiten Term combinire man das Determinantenschema mit demjenigen 
der Minore des Hessians J spaltenweise, um den Determinant der Summen 
binfirer Producte zu bilden. Man hat dann den Term mit J^ multiplicirt, 
aber drei Spalten werden durch J theilbar. Setzt man noch 

t^^Jcp + Kx+Lip + Mo), P=^K(p+Ax + Hip+Gü), 

a = L(p + Hx+Bi/j+Fü)^ R = M(p + Gx + Fip + Cm, 

so ist der zweite Term 



tßO = w 



ir.O.N .0 
X . p .P .X 
y .q.QL.ip 
z . r .R . lo 



Man hat nun S2 = r+w0 als theilbare Function (x^ VS ^f') deren Facloren 
für tx + fn'yj+n'ü), /"/+»»"'/' + '•'' "^ genommen werden dürfen. Versteht 
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inan <p = -^— , x = ~s~ •> • • • i so hat man 



D'D" = r+w0, N* = 



ö^IT«'» 



P* = 



Ö-l'^' 



•9 



N« = ^, 



• • • 



(Wäre das Objecl eine homogene Function der vier Unabhängigen n, p, q, r, 
so würden die neu eingeführten Ableitungsausdrücke N, ... die Rolle von 

«9 #9 5 <9 

■ö^T' -W 'W' "öT «•>erneh'nen) 

Wenn A^ B zwei lineare und homogene Ableitungsausdrücke, $ 
und t Objecto derselben bedeuten, und wenn il = 2ABy so werde fortao 
2{As.Bt-\'Bs.At) mit ü^s^t) bezeichnet. Man hat so z. B. 

J.O.fT.O 

J.O.tt?.0 V ^ ^ i 

ii . p . X . 1 

'^ ^ L .q , y .0 

Jf . r . « . 

weil<y* = ö* = 0. Beachtet man ferner, dass c^/* = (ö-"t)p, etc., 

etc., (R(^-aco)^!±Öl^==0, etc.. 



/(Xy 4>) = dx. 



= 0, 



^x 



2 ""^» 



SO findet man, dass r die Objecte {x, 4*\ (y, 4>), (s^ 4»)^ 4* vernichtet, ebenso 
6 diese selben Objecte, dass aber 



2 ~ 



tr 



K . p . X 



2 "" 







X . p . K 



also erst (/ +fi?0)^^-i|-i^ = ist. Da r+w0 kein 9? enthält und die 

fünf angeführten Objecte vernichtet, so folgt nothwendig r+w0 = D'D'\ so 
dass mau die Herleitung dieses Ableilungsausdrucks aus §. 1 entbehren könnte. 
Da *das Object <P':() in Bezug auf Wy x, y, & homogen und vom 
ersten Grade ist, so wird es durch ^x» •••9 folglich durch F vernichtet. 
Da if> = nicht als Lösung der Aufgabe gelten kann, so verwandelt sich die 
Differentialgleichung dritter Ordnung in 

0— = 0, 
Q 

und wir haben noch die irrationale Form zu beseitigen. 

Untersuchen wir zunächst \0iiQ\ 4(>^}. Wir haben N(^(^'')=3 0, 

Joarnal fOr Mathematik Bd. LXXVI. Heft 2. 18 
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P{lQ'^)=zJp^ etc.; also wird die dritte Spalle das -^- fache der zweiten; daher 
Bedeuten A, B dasselbe was vorhin, so ist 



also 



9'ab{;^) = p^^Ä*'-^Ä(i(l^*')-*'^ßle'+3-^^4(l^Bi(l^ 



Da xlO^ = Dp = Dx^y so darf man N/](>' = Nxß*, etc. setzen. Man hat 
also die Bedingung 



-*' 



tr.O.N .01 
x.p.P .X 



!>*+ 



W.O. .N 
X .p . Dp .? 
y .q > Dq . Q 
ja .r .Dr. R 



*'+/)*. 



tr.O.N .0 
x.p . P .X 
q .y .d.y; 
r . Ä . R .CO 



*'=0 (mod.*), 



d. h. in Bezug auf tr^ x^ y, & durch theilbar (1.). 

Die linke Seite ist in Bezug auf die vier Coordinaten ganz und ho- 
mogen vom Grade 7^—10, in Bezug auf die constanten Elemente des Po- 
lynoms 4> ganz und homogen vom sechsten Grade, und in Bezug auf die 
Variationen dieser Elemente linear und homogen. In Bezug auf w, x, y, z 

T j Terme; ihr Quotient durch * zdhlt \ T J Terme. Eli- 

minirt man die constanten Elemente dieses Quotients, so bleiben 

Bedingungen für die Elemente von ^ und ^' übrig. Aber 4>' zählt 

Elemente. Da man 4>' durch 4>'+X4> ersetzen kann, so steht es frei, eines 
dieser Elemente Null anzunehmen. Man kann dann die ^(^+6^+119—6) Ver- 
hältnisse der übrigen Elemente eliminiren, und es bleiben 21^—53^+300+1 

Bedingungen zwischen 'den ( ^ ) Elementen des Polynoms 0. Von diesen 

müssen 6 frei bleiben wegen der Möglichkeit einer orthogonalen Verwandlong, 
eines wegen der Willkür des Längenmaasses und eines wegen des arbiträren 
Mulliplicalors, im ganzen acht. Also sind mindestens i( 125^-324^+1690+48) 
Bedingungen eine nuthwendige Folge der übrigen, wenn die Sache fiberhaopt 
möglich ist; und das ist sie, weil jede Kegelschaar 6^^ Grades mit gemein- 
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scbaftlicher Spitze, und jede Umdrehungsflächenschaar 0^^ Grades mit ge- 
meinschaftlicher Axe die Aurgabe errüllen. 

Wenn ^' = <P gesetzt wird, so ist der erste Term des Bedingungs- 
ausdruckes (1.) durch tbeilbar, und die zwei übrigen verschwinden identisch. 

Setzt man X=^4>*Dp-p*D^, Y=4^'Dq-qD4> und Z^4»'Dr-rD<P, 
wo man sich die durch D angezeigte Differentiation als wirklich vollzogen 
zu denken hat, so kann man die Bedingung (1.) auch durch 

IN .O.tr . 



P ,p , X . X 

a.q. y . y 

R .r. J5 . Z 



(mod.*) 



darstellen, wenn jedes Symbol der ersten Spalte auf den zugehörigen Minor 
wirkt. Dieser Ausdruck der Bedingung wird vielleicht noch schneller aus 
(f^0(4>':Q) hergeleitet, als der vorige (1.). Merkwürdig ist, dass man die 
vollen Minore unter die Ableitungssymbole bringen kann. 

4. Die erste Flächenschaar ist eom zweiten Grade, 

Wenn = 2, also 

4> = i Jtt?'+ kwx + Iwy + mwi + { ax'+ j by^+ i cä'+ fyz + gxi + hxy, 

wo nun j^ ky .,. als constant behandelt werden, aber im Grunde unbekannte 
Functionen des Parameters f sind, so wird der Bedingungsausdruck (1.) zu 



12 = 



W.O. .N 
X . p . Dp . P 



*'+/)*. 



ir.O.N.O 
X .p .P . X 



*'. 



Ersetzt man darin 0' durch 0^ so verschwindet er identisch. Differentiirt man 
diesen mit identischen Ausdruck nach dem Parameter f und setzt 

N' =: J'cp + K'x + L'ifj + M'o), etc.. 



so bekommt man 



n = 



O.W. .N' 
p.x . Dp . P' 



* + D* 



O.w.N'.O 
p.x .P' .X 



*. 



Ich nehme nun an, dass weder J noch J verschwinden. Man kann 
K, P', ... resp. durch N'—-jN, P'— -jP^ • • • ersetzen, weil 12 durch Weg- 
fall des Accents mit identisch wird. (Mit anderen Worten, es steht frei, 
J' = anzunehmen.) Der Kärze wegen setze ich Ä''— -jfi'=ffl, etc., 

18* 
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öüf;+ÄL;+^ilf; = (lÖ), /^;+AG, + 6F;+/ü; = (23), etc. MulUplicirt man die 
Spalte w, Xy y, s mit J und denkt sich 

Jw^Jn\^Kp + Lq + Mry Jx = Kw + Ax + Hy + Gs, elc. 

gesetzt, so ist JS2 in Bezug auf n, p, q, r homogen vom vierten Grade und 
frei von to^ x^ y^ ss; ri^ ist die höchste Potenz von n^ die darin vorkommt, 
und hat 



-J 



p . Dp . K[ 



zum Multiplicator. Daher kann 



jfa+ 



( 



p . Dp . K[ 



.24>\ = 



) 



0.^». . IC^p+Liq+Mlr 

p . Jx . Dp . Kln+ Äip + Hlq + G',r 



+ 



(;»'+9'+r')jlp . Jx. (lÖ)|+^fp[((23)-(32j)p + ((3lV(13))^+((12)-(2i))r]j 
+ \p.Dp,K'i {Jn'+2n{Kp + Lq + Mr) + Ap'+'" + 2Fqr+'") 



nicht Weiler durch J^ = Jn^-^ elc. dividirt werden, sondern muss (als lelzler 
Divisionsrest) identisch verschwinden. Der Multiplicator von n in diesem 
Ausdruck ist 

{p'+q'+r')^p.K. (10) +J[((23)-(32))p + ...]j 



+ {Kp + Lq + Mr) p.Dp.K[ 



+ 



p.K,Dp.Ä,p^H,q^'G\r 



Da^ Gleichungenpaar 



Dp _ Dq _ Dr 



hat, wie aus der Lehre vom gemein- 
p g r 

schaftlichen harmonischen Tripel zweier Curven zweiten Grades bekannt ist, 
im allgemeinen (d. h. wenn nicht {gh — af)\f=^[hf—bg)\g = {fg'-ch):K) drei 
bestimmte Lösungen {p, q, r) deren Deterniinant nicht verschwindet. Aber 
seihst, wenn Unbestimmtheit eintritt, kann man immer drei Lösungen aus- 
wählen, deren Determinant nicht verschwindet, und für deren keine /?^+5r^+r'=0 
ist. Da für jede dieser drei Lösungen die zweite Zeile des vorliegenden 
Ausdrucks verschwindet, /?'+g^+r^ aber nicht, so verschwindet der (in Bezug 
auf py q, r) lineare und homogene Multiplicator dieser Quadratsumme för drei 
Lösungen {py q, r), deren Determinant nicht verschwindet. Also müssen darin 
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die drei Coefficienten von p^ q, r verschwinden; daher 



(a.) 



f J(23)-i/(2Ö) = y(32)-i(3Ö), 



J(31)-.A(30: - J^13)-Jlf(10), 
J(12}-L(1Ö) = J{2i)-K{2Ö). 

Die erste Zeile des vorliegenden Ausdrucks (Multiplicalors von n) verschwindet 
nun überhaupt identisch vermöge (a.). Also muss auch die zweite Zeile fflr 
sich allein identisch verschwinden. Will man sie in einen einzigen Determinant 
verwandeln, dessen zwei erste Spalten resp. mit p^ Dp beginnen, so wird 
die dritte Spalte mit 

Ki{Kp-]-Lq+Mr) + K{K[p + L\q+Mlr)-J{A[p + H:q+G\r) 

beginnen. Um abzukürzen, setze man daher 

A^JA[-2hh[, etc., 1' ^ JF[-LM[- Ml,, etc.; 
die erwähnte zweite Zeile ist dann 

p . ap-\-hq+gr . Ap + Hq+Gr 
q .hp + bq+fr .Hp + Bq + Fr 
r '9P+fq +cr, Gp +Fq + Cr 
und verlangt zu ihrem identischen Verschwinden 

A^l;a+r], B==^b + Ti, 'C=^c+ri, F=lf, G^^g, H = th. 

(Um sich von dieser Nothwendigkeit zu überzeugen, beginne man mit der 
Betrachtung der Coefficienten von p^, q^, r^). Man hat also 



JF,=^LM:+ML[+^f 
JG, = MK[ + KM, + ^g 



JA\ = 2KlC, + l;a+7] 
(b.) JB\=^2LL[ VQb^-ri 
JC\ =2MM[yQc+ri 
Mittelst dieser Werthe ergiebt sich 

J(23)~3f(2Ö) = y(b2)-L(3Ö) = ^[5 + (o + 6 + C;Y] + i?/; 

wo % den zu f gehörigen Minor des Determinants J bedeutet. 

gongen (a.) sind also schon in den für vier zählenden Bedingungen (b.) 

enthalten. 

Im vollständigen Ausdruck für 

jrn+ p,Dp.K\ .2*\ 



etc., 

Die Bedin- 



142 



Schläfli, iiber orthogonale Ftächensyiteme. 



darf mao iion n = setzen. Mulliplicirt man ihn mit J und sabstiluirt darin 
die Werlbe (b.), so findet man, dass ^, t/ berausrallen, dass also der Ausdruck 
in Bezug aof IC,, /.|, Ml linear und homogen wird. Man kann daher der 
Aufgabe genügen, wenn man den vier Bedingungen (b.) noch die drei Ki=0, 
L'i = 0, j|f| = zogesellt. Nur ist nicht sorort klar, dass diese drei unerlfiss- 
lich sind. Wir wollen daher die Sache noch näher ansehen. Macht man von 
den Relationen JA—K'' = J%, etc. Gebrauch, so ßndet man 

_\p.Dp.K\] 



j(Si+\f 



■ 2*) 



K. 



p . %p-{-^q + (Br . «üfi + ÄLi+firjH; 
= (p'+?'+r') ?.^/. + S59+5r.Air. + 6Z,; + /M; 
r . ®/»+5g + (5r . gK, +/'£; + cir, 
p.ap + hq+gr . a;> + J£jj+®r| 
+(«:;? + £;?+*'» 9.Ap4-6?+/"r.^p+S3?+8r 
r.gp^-fq^CT.®p->t%q-^^\ 
p .ap + hq-^gr .KA 
+ q.hp^-bq->tfr , V, (V+S^'+^r'+a^^ + aSpr+S^p?). 

Durch Drehung des Coordinatensyslems um den Ursprung kann man immer 
bewirken, dass f, g, h verschwinden. Dann wird aber der vorliegende 6e- 
dingnngsausdruck zu 

2:\-a{b-c){c-a)K[^T-\-a{a~b){b-c)K,qi^\Jr2{b~c)ißb-\-ac-2bc)K\p''qr. 

Wenn z. B. 6 = c ist, so wird dieser Ausdruck zu 

6(o-6)>C?HO(/,lr-ir.9) 

und erfordert Li=0, jri=0, während K[ frei bleibt. Bei der Kugel {a=b=c) 
hingegen ist gar keine Bedingung mehr vorhanden. Schliesst man Vm- 
drebnngsflichen von der Betrachtung aus, so kommen zu den vier Bedingungen 
(ft) noch die drei Bedingungen 

hinzD. Sind alle sieben Bedingungen erfüllt, so ist il nicht nur durch 4 
Iheilbar, sondern £1 verschwindet identisch in Bezng auf h, p, g, r, also anch 
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in Bezng anf w, x, y, £. Die sieben Bedingungen sind nun: 



JIC^J'K 
JL' = J'L 
JM' = J'M 



JF = J'F+tf 
JG' = J'G-\- ^g 



JA' = fA + ^a+rj 

Setzt man o;u + Ay/ + grco = D, , etc., so dass also Dp = D^<l*, elc. ist, so hat 
man Jt<'=J't<, JP'=fP-\-^x+VX) «'c. Beachtet man noch, dass D^q=Dyr, elc. 
ist, so erkennt man, dass der anfängliche Ausdruck für JSi identisch ver- 
schwindet. 

Durch die Variationen der Minore sind diejenigen der Elemente be- 
stimmt; fOr das folgende haben wir nur die Kenntniss der sechs Variationen 
a', 6', c', f, g\ h' nölhig. Setzt man 

(ÖO)=/y+&'ff-f /"L-fw'if, {\0)-= k'J-^a'K-^h'L+g'M, elc, 

so ist einerseits ^' = (üO) + (il) + (22)+(33), andererseits ^' = (ÖO) + (OÖ), 

^'=^(il) + (li), etc. Addirt man die letzten vier Gleichungen und zieht von 
der Summe die erste Gleichung ab, so kommt 

3 J' = (OÖ) + (1 i ) 4- (22) + (33). 

Es sei a+b-{-e=a, a+53 + (J = /9. Dann ist aVÄ'+^* = a4-aa-/3, etc., 
hg+bf-\-fc = ^-\-af, elc. Demnach ist 

J(06) = J'J, Jiii) = ^n + {^a+r])a+fJ-^ß, etc., 

also 

ZJJ' = AJ'J + ^ (o'- 2ß) + tja. 

Ferner ist 

J(1Ö) = 0, etc., /(23) = y(32) = Cgf+(Ca + j?)/; elc. 

Daher auch 

J{bO) = JJ'-J'J, y(iO) = 0, etc. 

/(il) = -^-(C« + J?)a+J(ÖO) + C/?, etc. 

y(23) = 7(32) = -l^~(^a + t])f, etc. 
Also 

JJa' - W(iO) + oJ(il)+A/(i2)+^J(i3) 

= -(e«+»j)2l + (7(ÖO) + ^(/9-a')-i?a)fl + ?(«/3-y) + 7?/?, 

jjh' = u(iO}+u{\i)-\-bj{i2)-{-fj{i3) 

= -{^» + v)^ + {Jm + Uß-a')-va)h, etc. 
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Um diese Aasdrflcke fOr a\ ... f\ ... za vereinfachen, fahre man statt 

J(00), ^, t} die neuen Indelerminaten /, n, « ein, die mit den vorigen durch 
die Relationen 

JJu = y(ÖO)+(/?-ß') ?-«»/, 

verbunden sind, so dass man auch umgekehrt 

J(ÖO) = J[Q?-aJ)t+Ju+()t>], 
1; = J[ -ßt -e], 

Tj = J[{aß-J)t +av] 

hat. Dann ist 

a' = m + »a+el/" = /J+w/" 

b' = m-\-ub+t)\g = «® + «fl' 

c = <S+MC+» A' = t^-\-uh. 

Aus 3J^' = 4J'^+(«'-2/?)C+aJ?, J{ÖO) = JJ'-J'J folgt: 

^/' = 3J(Ö0)-(a'-2/?)?-aj?,- 

also 

J' = (jr-2aJ)t-\-SJtt + ßv. 

Ferner ist «' = bc'+ cb'- 2ff^ 6S + cS3 - 2/5 = - «21 - /?a + «/9 - J, 

bc-{-cb-2ff=2% b + c = a-a; 

folglich 

a' = {2u-at)^-(ßl-{-t))a+{aß-J)t-\-ae, etc. 

Man hat demnach 

o' = /9f+c»+3p, /:{' = (a^-3/)<+2^»+2«f>. 
Es sei nun 

(o— »)X4-Ä«+^»' = 0, 
hk + ib-8),u+fy = 0, 

gl+f,u + ic-s)v = 0; 

also «*— er«'+/9«— J=0; die drei Wurzeln dieser Gleichung seien $, «t« «u> 
Es folgt auch (9— «ifiOü+^ju+^v^O, etc. Bedeutet S eine Sammalioiit 
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die sich auf die drei Warzeln erstreckt, so ist 

a' = S{s^Snt-\-8U + f>)^ 

J' =z SSiSiiißiSiit+SU + e); 

folglicli ist 

8 = 8iSnt+8u+e, elc. 

und wenn /?= («i— «ii)(«ii— «)(«— O gesetzt wird, auch umgekehrt 

- 77« = S (8,- Sn) S\ -Hu = 8(8,- 8u) B8\ - 77r = - S («I - «JO 88'. 

Da ß^—aJ+j8—ß8{8i+8n) = 8]8n ist, 80 hat man 

-77/(00) = -77(J^'-J'^) = JS{s,'-8n)sWn8\ 

und da —77 = iS(«i— «i,)«i«j|, so kann man dieser Gleichung auch die Form 

geben. Bedeuten q, ^i, qn die Halbaxenquadrate der Fläche ^ = 0, ^so ist 
^ = — j-, elc. Dieselbe Gleichung kann also auch durch 

(d.) q{qi-qii)q'+qi{qir'q)q'i+qu{q-qi)qii = 

dargestellt werden. 

Man hat ferner 

a'X+h\u+gy = t{%l + ^u + ®y) + u{al + hu+gy) + vi. 

= {t8i8ii+U8 + f>)l = 81. 

Aus {a'—8')k + h'iLi+gv=:0 und (0—8)1+ hu+gy = folgt aber 

(a-«)A'+V+fl^' = 0, etc. 
Daher sind l\ .u', r' mit a^ /i, v proportional, folglich Null. Da -r-, -j-, ~j- 

die Coordinaten des Miltelpunkls, /^ .ii^ v, A| , ... die Richtungscosinusse der 
Hauptaxen der Fläche sind, so bestehen die sieben Bedingungen aus den 
dreien fflr die Festigkeit des Mittelpunkts, den dreien fflr die Festigkeil der 
Hauplaxenrichtungen und einer linearen DifTerentialgleichung erster Ordnung 
(d.) zwischen den drei Ilalbaxenquadraten, die der Integrabilitätsbedingung 
nicht genügt; denn der Ausdruck für diese Bedingung ist (q^i— ?ii)(qfa— ?)(g— ?i)^ 
verschwindet also nur, wenn die Schaar aus lauter Umdrehungsflächen besteht* 
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Da Mittelpunkt und Axenrichtungen sich erhalten, so mag fortan 

9 3 3 

A^ B^ C 

als Gleichung jeder einzelne^ Schaarfläche gelten, indem A, B, C als Functionen 
eines einzigen Parameters gedacht werden, die der Differentialgleichung 

AiB~C)dA+B{C-A)dB+C{A-B)dC = 

genägen. Setzt man noch 

2A\B-C)dA = -{B-C){C-A)iA-B)dtff, 

^(B-OdA = -i^=^:z^^^rfa,, 

SO sind auch tp, u) Functionen jenes einzigen Parameters und man hat 

dA=^dip+-^, dB=:dip+-^, rfC=#+-^. 

Es steht frei, z. B. V' als Parameter anzunehmen und (o als willkfirliche Function 
desselben zu geben. Dann hat man nur eine dieser Differentialgleichungen 
vollständig zu integriren, die drei Integralfunctionen A, B, C werden sich 
nur durch die Werthe der Integrationsconstanten von einander unterscheiden. 
' Soll nun diese erste Flächenschaar mit zwei anderen Flftchenscbaaren 
ein orthogonales System bilden, so müssen diese jene erste in den Krämmungs- 
linien ihrer Flächen schneiden. Die Lage einer solchen Krümmungslinie ist 
bekanntlich durch das Gleichungenpaar 



.s 



A^ B^ C ~ "> A-t^ B—t^ C-t~ ^ 
bestimmt, wenn t nur vom Parameter rp abhängt, und 

xdx ydy sd» _ ^ 
A-t'^ B-t'^ C—t 

ist gleichzeitig die Differentialgleichung der gesuchten Fläche. Ans den zwei 
ersten Gleichungen folgt auch 



A^A-t) ' ^(^-0* (^-0* 



Differentiirt man nun ^ ._ — 1 vollständig nach den Coordinaten und dem 

Parameter und gebraucht die Differentialgleichungen dA^dtpA — j-, etc., so 
ßndet man 
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Es ist also iDöglicb, obiges Gleichungenpaar für die gesuchte Fläche zu be- 
halten, wenn man die Differentialgleichung 

dt = dip-\ — ^ 

hinznnimmt. Dann ist t dieselbe Integralfunction, mit der oben A, B, C aus- 
gedrückt wurden, und unterscheidet sich durch den ihr eigenthQmlichen Werth 
£ der Integrationsconstante. Hält man e fest und eliminirt den Parameter t// 
der ersten Flächenschaar aus den zwei Gleichungen 

9 9 

^ A -^' ^ A--t ""^^ 

SO hat man die Gleichung einer Fläche der zweiten oder dritten Schaar ge- 
funden, und e ist der Parameter in dieser Schaar, der von Fläche zu Fläche 
sich ändert. Diese Flächen bilden im Grunde eine einzige Schaar, in der 
irgend zwei Flächen, auch wenn sie unendlich nahe auf einander folgen, 
einander rechtwinklig schneiden. (Nur die erste Flächenschaar hat im Allge- 
meinen diese Eigenschaft nicht.) 

Es sei z.B. yj=lO, co=-iöl Dann ist 2/rf/~3<rfö+örfö = 0. Das 

vollständige Integral ist / = 0+€+]U{0 + €). Sind of, /?, y verschiedene Werthe 
der Integrationsconstanten e^ so kann man 



• m 

setzen; ist der Parameter der durch ^-j-= 1 dargestellten ersten Schaar, 
deren Flächen einander nicht rechtwinklig schneiden; und e ist der Parameter 
einer andern Schaar, deren Gleichung durch Elimination von aus ^-j- = 1 



x' 



und -S^-j = 1 entsteht; diese kann darum für zwei Schaaren zählen, weil 

A — * 

irgend zwei Flächen derselben einander rechtwinklig schneiden; es versteht 
sich übrigens, dass jede Fläche dieser andern S(;haar alle Flächen der ersten 
rechtwinklig schneidet. 

Es verlohnt sich der Mühe nicht, den Fall, wo J=0, auf dieselbe 
Weise zu behandeln, wie den allgemeinen Fall; er verursacht weit mehr 
Arbeit als dieser; wir wollen daher seine Beurtheilung durch ein Näherungs- 
verfahren aus dem für den allgemeinen Fall gültigen Ergebniss ableiten. In 

9 

der Gleichung -2"— = 1 sei x = a — m — u, A = a^^ B^ap, C = aq, und u 

sei ebenso unabhängig vom Parameter wie x, daher a—m eine wahre Con- 

19» 
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stante, a' ^ m\ Lässt man nun a unendlich gross werben, so bekommt man 

als Gleichung der Schaarfläche, und 

als (nicht integrable) Differentialgleichung, der die Elemente m^ p, q zu ge- 
nfigen haben. 

Bern, den 8. Jali 1870. 
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lieber die linearen Relationen zwischen den 2p 

Kreiswegen erster Art und den 2p zweiter Art 

.in der Theorie der Abehchen Funetionen 

der Herren Clehsch und Gordan. 

(Von Herrn Schluß in Bern.) 



J^enkt man sich eine Riemannsc\\e Flache, die der gegebenen Glei- 
chung einer ebenen algebraischen Curve ii*®° Grades mit ^ P 

Doppelpunkten entspricht, so ist es schwer, die allgemeine Möglichkeit solcher 
Uebergangslinien, welche je zwei Verzweigungspunkle verbinden, und längs 
welcher diec^elben zwei Biälter einander durchsetzen, zu beweisen; und wenn 
das Dasein der n — \-rp Uebergangslinien zugegeben ist, so hält es wiederum 
schwer, eine allgemeine VorschriFt über die Ziehung der Querschnitte zu 
geben. Unter anderen Beweggründen wird vielleicht auch dieser Umstand die 
Herren Ckbsch und Gordan veranlasst haben, in ihrem genannten Werke that- 
sächlich (denn sie sprechen weder von Blättern, noch von Uebergangslinien) nur 
unvollkommene Uebergangslinien, die von jedem einzelnen Verzweigungspunkte 
ausgehen und erst im Punkte cx> zusammentreffen, zu gebrauchen. Ich rechne es 
zu den vielen Verdiensten des genannten Werks, die Lehre vom Zusammen- 
hang von einem neuen Gesichtspunkte aus behandelt zu haben. Aber einen 
Mangel des Beweisganges sehe ich in der Behauptung (S. 96), dass die GXei'- 
chung JS'[^J(6.) + '^[^i^](a;t) = eine identische sei, Oberhaupt darin, dass 
Producte ganzer Integrale erster Art gebraucht werden, um lineare Relationen 
zu beweisen, die schon zwischen den Kreiswegen selbst bes(ehen. 

Um leichler von der Sache sprechen zu können, will ich die Vor- 
stellungen vereinfachen. Kein Verzweigungspunkt falle in's Unendliche; man 
könne im Innern des Zahlenfeldes einen Nullpunkt so wählen, dass von da 
aus lauter verschiedene Gerade nach den tr = 2(«— l)-j-2/? Verzweigungs- 
punkten gehen; und von diesen Punkten aus sollen Uebergangslinien jene 
Geraden bis an den Horizont fortsetzen. Der Horizont selbst mag durch einen 
sehr grossen Kreis um abgeschnitten werden. In seien die den ver- 
schiedenen Blättern angehörenden Nullpunkte mit 0^^ 0^, ..., 0. bezeichnet. 
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Die Verzweigungspunkte seien nach der Ordnung der wachsenden Azimute 
mit 1, 2, . . ., IT beziffert. (Wenn 1 das Azimut hat, so habe i das 
das Azimut \n). Fuhrt ein Weg von 0« aus gerade nach dem a^®° Verzwei- 
gungspunkt und von da gerade nach O^y und ist a>/9, so sei dieser Weg 
mit 8x bezeichnet und heisse die dem Verzweigungspunkte zugehörige innere 
Schleife (oder erster Art); der entgegengesetzte Weg, der von Oß Ober l 
nach 0^ fuhrt, sei mit —s^ bezeichnet. 

Der grosse Kreis um 0^ der alle Verzweigungspunkte umschliesst, als 
Schnitt gedacht, bildet, wenn man dem Zusammenhange des Gewebes folgt, 
n getrennte Ränder, deren jeder nur einen Kreis beschreibt. Jeder solche 
Rand ist, wenn er um den Punkt oc zusammen gezogen werden darf, oder 
wenn ihm die Ueberschreitung dieses Punktes gestattet wird, eigentlich ein 
Nullweg; darf aber, wenn der Punkt oc in allen Blättern als nicht zu flber-^ 
schreitende Oeffnung gilt, in Bezug auf die inneren Theile der Fläche als 
Kreisweg betrachtet werden. Als solche, in positiver Richtung (d. h. von 1 . 
nach t) durchlaufen, sollen diese Ränder äussere Umgänge heissen und mit 
(7i, 1/2, . . ., (/„ bezeichnet werden. Ihre Bezifferung kann vorläuOg mittelst 
eines von aus zwischen den Verzweigungspunkten w und 1 an den Rand 
gehenden Strahls in Uebereinstimmung mit den Punkten Oi, 0^, ..^0» ge- 
bracht werden. Trifft nun ein von 0^ ausgehender, dem Verzweigungspunkte 
l sehr nahe vorangehender Strahl den Umgang U^ im Punkte P^y also ein 
von Oß ausgehender, dem Punkte A sehr nahe folgender Strahl denselben Um- 
gang im Punkte F,,^ während der von 0^ aus der Uebergangslinie voran- 
gehende Strahl den Umgang Uf, im Punkte P^^ also der von (),, ausgehende 
folgende Strahl denselben Umgang im Punkte Pf, trifft, so werde der Weg, 
der von Pa aus der Uebergangslinie entlang zurück um den Verzweigungs- 
punkt l herum und von da der Uebergangslinie entlang vorwärts nach P'o 
führt, mit Sjt bezeichnet und heisse die zum Punkte l gehörige äussere 
Schleife (oder zweiter Art); sie führt aus U,, in U(, hinüber. Die ähnliche 
Schleife dagegen, die von Pf, um X herum nach P,, führt, darf mit — iS^ be- 
zeichnet werden. Denn, verbindet man Pf, mit P,, und P], mit P« und addirt 
diese sehr kurzen Randstucke zur Summe beider Schleifen, so hat man einen 
Weg, den man bis auf den Punkt l (Umlauf An) zusammenziehen kann. Ich 
werde die Si so gebrauchen, als ob P,, und Pf, im Horizonte selbst lägen, 
und daher Randstücke, die zum Behufe der Addition zweier äusserer Schleifen 
ihnen zugesetzt werden, für nichts achten. Die innere Schleife sx und die 
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Süssere Si unterscheiden sich dann nur durch Verlauschung der Punkte und 
oo. Im angeführten Werke kommen zu S^ noch die Wegesstficke/ die An- 
fang und Ende resp. mit 0,, und 0^ verbinden, hinzu, um die Schleife zweiter 
Art zu bilden. 

Es seien nun, wie im angeführten Werke, aus den Verzweigungs- 
punkten n—i innere Fundamentalpunkte ausgewählt, d. h. solche, deren innere 
Schleifen durch ihre Combination es auf eine einzige Art möglich machen, 
von irgend einem der Punkte Oi, O2, ... zu jedem anderen derselben zu 
gelangen. Sind die Punkte nach der Ordnung der Fundamentalpunkte be- 
ziffert, so verbindet die m^^ innere Fundamentalschleife einen der Punkte 0|, 
O2, . . ., 0^ mit dem Punkte 0«+,. Wie dort, sei ferner bewiesen, dass man 
»— 1 äussere Fundamentalpunkte auswählen kann, die sämmtlich von den 
«— 1 inneren verschieden sind und für die äusseren Umgänge U, deren Be- 
zifferung nun in Uebereinslimmung mit der Ordnung der äusseren Fundamental- 
punkte gebracht sei, dasselbe leisten, was diese für die Punkte 0. Es ist 
wichtig zu bemerken, dass es immer mindestens zwei Umgänge U giebt, 
deren jeder nur in einer äusseren Fundamentalschleife vorkommt. Denn in 
den n—i Schleifen kommen im ganzen 2n—2 Umgänge vor, unter denen 
alle n verschiedenen Umgänge sich finden müssen; in den 2n — 2 müssen also 
mindestens zwei Umgänge nur ein Mal gezählt sein. Entfernt man diese zwei 
Umgänge sammt den zwei Schleifen^ in denen sie sich finden, so hat man 
nur nS Schleifen, aber ra — 2 Umgänge; und der Beweis, dass jetzt min- 
destens zwei von diesen Umgängen in den übrig gebliebenen Schleifen nur 
ein Mal vorkommen, wiederholt sich, und so fort. 

Die inneren Fnndamentalschleifen seien nun zu inneren, die äusseren 
zu äusseren Fundamentalwegen combinirt, so dass der innere Fundamentalweg 
f^ von Ol nach 0^, der äussere F^ von Ui nach U^ führt. Wenn nun ferner 
die innere Schleife si von 0„ nach 0^, die äussere S^ von (/„ nach Uf, führt, 
so bilde man die Kreiswege, den inneren ai=^s—ffi+f„y den äusseren 

Aus Randstücken und äusseren Fundamentalschleifen bilde man einen 
Weg V, der den Rand immer in positiver Richtung (des wachsenden Azimuts) 
durchläuft, jede Uebergangslinie, die nicht von einem äusseren Fundamental- 
punkt herkommt, passirt, aber jede äussere Fundamenlalschleife, die er an- 
trifft, in sich aufnimmt. Weil die Zahl n der Ränder endlich ist, so muss der 
Weg V in sich zurückkehren. Er kann nur aus Paaren entgegengesetzter 
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äusserer Fundamentalschleifen bestehen; denn ohne gegenseitige Aufhebung 
kann aus solchen Schleifen allein kein Kreisweg gebildet werden. Lässt man 
die Paare entgegengesetzter Schleifen weg, so müssen die öbrig bleibenden 
Randstucke sich zu einigen oder allen Umgängen (7 zusammensetzen, weil 
der Weg bei jedem Paare entgegengesetzter äusserer Fundamentalschleifen 
sowohl die vorangehenden als die nachfolgenden Randstücke der zwei be- 
theiligten Umgänge enthält, immer in positiver Richtung fortgeht und endlich 
zurückkehrt. Fehlte eine äussere Fundamentalschleife im Wege Y, so ent- 
hielte er kein einziges Randstück aus den zwei Umgängen, die durch diese 
Schleife verbunden werden, folglich auch diejenige Fundamentalschleife nicht, 
die mindestens einen dieser zwei Umgänge mit einem dritten verbindet, also 
auch kein Randstück aus diesem dritten Umgange, und so fort bis zur völligen 
Zerstörung. Der Weg V enthält also alle äusseren Fundamentalschleifen und 
jede nur zwei Male und zwar in entgegengesetztem Sinne: er enthält daher 
auch alle RandstOcke, aus denen die Gesammtheit der Umgänge besteht. 

Führt die Fundamentalschleife S^ aus (7,. in Ud hinüber, und kommt 
Uc nur in S^ vor, so muss im Wege V auf die Schleife — S^ unmittelbar 
(d. h. doch nachdem der ganze Umgang C/^ ohne Unterbrechung durchlaufen 
ist) die Schleife S^ folgen. Wird dem Wege die Ueberschreitung des Punktes 
oo^ gestattet, so fällt der zwischenliegende Uc vveg, und die zwei Schleifen 
zusammen lösen sich vom Fundamentalpunkte m ab und heben sich auf. Nun 
giebt es mindestens zwei Umgänge, wie 1],^ deren jeder nur in einer Funda- 
menlalschleifc sich Gndet. Nimmt man das übrige, was oben in dieser Hin- 
sicht bemerkt ward, hinzu, so sieht man, dass die Zerstörung sich fortsetzt, 
dass also, wenn das Ueberschreiten der Punkte oc,, ocj, ..., ^« gestattet 
wird, der Weg V ein Nullweg ist, mit anderen Worten, dass der Theil der 
n-blättrigen Fläche, der ausserhalb des Weges V gegen den Horizont hin 
liegt, einfach zusammenhangend ist. Als Rand dieser äusseren Fläche hat 
aber der Weg V negative Richtung. 

Nach meiner Ansicht ist die geschlossene Fläche 2p-fach zusammen- 
hangend; das jetzt weggeschnittene Stück ist einfach zusammenhangend; die 
Trennung zählt —2; der Schnitt V als Kreisschnitt zählt nichts; folglich ist 
das innere Stück nun (2j9+l)-f»ch zusammenhangend. 



Anmerkung. AVird der gewöhnliche Zusammenhang durch eiue in »ich zurück- 
kehrende Curve (ohne Doppelpunkt), die man bis auf einen Punkt, z. B. Ä, zusammen- 
ziehen kann, dargestellt, und wird der Curve verboten, den Punkt A zu passiren, so 
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Wird der Weg r*nach hin zusammengezogen, so verwandelt er 
sich in eine Summe von inneren Schleifen und enthält keine solche, die einem 
äusseren Fundamentalpuukte entspräche, aber jede andere zwei Male und zwar 
in entgegengesetztem Sinne. Denkt man sich den Weg in dieser Lage 
wieder als Schnitt, so besteht das innere (2p+l)-fach zusammenhangende 
Stfick nur noch aus sehr schmalen Theilen, die zum Verschwinden gebracht 
werden können. Der Weg V leistet also dasselbe, was der aus einem Laufe 
bestehende Rand des Systems aller 2p Querschnitte Riemanns. 

Im Folgenden bedeuten l, /ti zwei Yerzweigungspunkte, die keine 
äusseren Fundamentalpunkte sind. 

Man kann den letzterwähnten Ausdruck des Weges V durch 

darstellen, wo N^ P zwei Reihen innerer Schleifen bedeuten, in denen Si 
nicht mehr vorkommt. Weil —si da endigt, wo sx beginnt, so ist N ein Kreis- 
weg, ebenso P. Treibt man die W^ege N und P an den Rand hinaus, so 
enthalten sie ausser der Schleife Si^ die in N, und der — S^, die in P vor- 



kann man auf einer geschlossenen RiemanniBchen Fläche die Gurve, indem sie nach 
und nach die ganze Fläche beschreibt, durch Erweiterung, wenn es nöthig wird, 
Theilung in mehrere geschlossene Stücke und Zusammensetzung solcher endlich dabin 
bringen, dass sie irgend einen andern gegebenen Punkt B der Fläche unmittelbar 
umschliesst; bei einer Kugelfläche z. B. ist die Sache unmittelbar klar. Hat hingegen 
eine zusammenhängende Fläche einen oder mehrere Ränder, und erweitert man eine 
Curve, die einen mnem Punkt A in positiver Richtung umläuft, nach und nach so, 
daAS sie die ganze Fläche beschreibt, so geht sie endlich in die Gesammtheit aller in 
positivem Sinne durchlaufenen Ränder über; und wenn ihr verboten wird, den Punkt 
Ä zu passiren, so wird es ihr unmöglich, einen andern gegebenen innern Punkt B 
unmittelbar zu umschliessen. Wenn man daher Widersprüche vermeiden will, so musa 
man den gewöhnlichen Zusammenhang bei einer geschlossenen Fläche für nichts, aber 
bei einer begrenzten für 1 zählen. 

Ein innerer Schnitt, d. i. einer, der zwei innere Punkte verbindet, bewirkt einen 
Aeuen ungewöhnlichen Zusammenhang und vermehrt daher die Zahl der Zusammen- 
hänge um I. 

Ein Querschnitt, d. i. einer, der zwei Raudpunkte verbindet, zählt —1, mag er 
die Fläche zerstückeln oder nicht. 

Ein Kreisschnitt besteht aus einem innern Schnitt und einem Querschnitt und 
zählt daher nichts, mag er die Fläche zerstückeln oder nicht. 

Eine einfach zusammenhängende Fläche, die also einen einzigen Rand hat, 
zählt 1. Wird sie durch einen Querschnitt in zwei Stücke getbeilt, so muss das 
System beider zählen. Aber jedes Stück für sich zählt 1. Also muss die Trennung 
beider für —2 gelten, damit 1 + 1—2 = herauskomme. Ein System von n getrennten 
Flächen, die einzeln k^y A^, ..., k^ Zusammenhänge haben, zählt demnach 

K + K + - + ^n-2(n'-\). 

Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 2. 20 • 
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kommt, nur noch äussere Fundamentalschleifen. Alio ist der äussere Kreisweg 

er enthält dasjenige Stück des Weges V (in fseiner ursprünglichen 6esialt)y 
das so hinter der Uebergangslinie k beginnt und vor derselben endigt, dass 
die Schleife Sx vom Ende zum Anfang hinüberführt, um den Kreisweg zu 
vollenden. 

Die Schleifen — «^ und «^ finden sich entweder die eine in N^ die 
andere in P, oder beide zugleich entweder in N oder in P. Im ersten 
Falle sei 

wo die Schleifenreihen A, B, Cy D weder si noch «^ enthalten. Man hat dann 

Ai = A-s^+B = -Ds^--C, 

Af,=^B+sx+C=-A+si''D. 

Wenn also der Ausdruck für A^ den Terra si mit dem Coefficient 1 enthält, 
so kommt im Ausdrucke für Ax der Term «^ mit dem Coefficient —1 vor. 
Im zweiten Falle sei 

V = -Sx+A-s^+B+s^+C+Sx+D. 

Dann ist Ax = —D, A^, = B, und die Coefficienten von s^ in Ax und von sx 
in A^ sind beide Null. 

Im Ausdrucke für Ax braucht man nur jede Schleife s^, die keine 
innere Fundamentalschleife ist, durch den gleichnamigen Kreisweg a^ zu er- 
setzen und jede innere Fundamentalschleife wegzulassen, so ist Ax als lineare 
Function von nur 2p inneren Kreiswegen dargestellt; denn alle diejenigen, 
die äusseren Fundamentalpunkten entsprächen, waren schon von Anfang an 
eliminirt. Lässt man jetzt beiderlei Fundamentalpunkte ganz weg, beziffert 
die übrigen Verzweigungspunkte mit 1, 2, 3, . . ., 2p und setzt 

Ax= ^Cx^Ou (^ = 1, 2, ..., 2p), 

so erhellt aus dem vorigen, dass cxx = 0^ C;^ = — c^i^ «nd dass c^^ keine 
anderen Werthe als 0, 1, —1 annimmt. 

Vertauscht man mit U, so bekommt man an Stelle des Weges V 
einen Weg W, der beständig in derselben Richtung in kleinem Kreise um 
herumgeht und nur innere Fundamentalschleifen in sich aufnimmt, so oft als 
er eine solche antrifft. Derselbe Gedankengang wie vorhin führt dann zum 
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Systeme 



WO 



ö; = -^j Ci^A^, 



Cn = 0, C,^ = -C^, = 0, 1, -1. 

Wäre irgend eine homogene lineare Function der 2p inneren Kreis- 
wege a, deren keiner einem äusseren Fnndamentalpunkte entspriclit, ein Null- 
weg, so könnte er es wegen der Hemmung durch die Verzweigungspunkte 
nicht nach hin sein, sondern nur vermittelst der Umgänge U; aber aus 
diesen kann man die, äusseren Fnndamentalpunkten entsprechenden, inneren 

Kreiswege nur mittelst des Ausdrucks (/i+l/i-i VU^y der explicite mit 

identisch ist, eliminiren. Keine homogene lineare Function der genannten 
inneren Kreiswege ist also ein Nullweg. Dasselbe gilt von den äusseren 
Kreiswegen, deren keiner einem inneren Fundamentalpunkt entspricht. Die 
linearen Substitutionen obiger zwei Systeme setzen sich also zur identischen 
Substitution zusammen. Folglich ist l^^inl • |Ci^| = 1; und weil c;^ Quadrat eines 
aus ganzen Zahlen gebildeten Pfaffians ist, so ist |ci^| = 1. 

Im genannten Werke fehlt vor §. 30, worin die Normalform der In- 
tegrale erster Art hergestellt wird, noch ein Satz, auf dem das Nichtver- 
schwinden des Determinants ^=|//^~^~'^|, also die Möglichkeit der Verwandlung 
beruht. Er ist folgender. 

Zieht man den Weg Y nach hin zusammen, so dass das innerhalb 
liegende (2p+l)-fach zusammenhängende Stack verschwindet, und bildet das 
äussere einfach zusammenhängende Stück mittelst irgend eines Integrales erster 
Art conform ab, so ist der Flächeninhalt der Abbildung poMiv und beträgt 

wenn («0 = (öi)'+*(öO'\ ^^o (a^)', (0^)" reell sind, den Werth des Integrals 
längs des inneren Kreisweges ai bedeutet. Wird dieser Satz in Componenten 
gepaarter normaler Periodicitätsmoduln ausgedrückt, so zeigt er, dass nicht p 
Periodicitätsmoduln, je einer aus jedem Paare, zugleich verschwinden können; 
nnd damit ist die Möglichkeit der Herstellung der Normalinlegrale erster Art 
bewiesen. 

Bern, 21. März 1873. 
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lieber die Brennflächen der Strahlensysteine und 
die SingularitÄtenflÄchen der Coniplexe. 

(Von Herrn M. Pasch in Giessen.) 



Jtiiiner jeden Geraden ist in Bezug auf einen gegebenen Liniencomplex 
eine zweigliedrige Gruppe von Polar complexen ersten Grades zugeordnet, welche 
zu Tangentialcomplexen werden, wenn die Gerade dem Complexe angehört. 
Die durch die Tangentialcomplexe einer Complexgeraden bestimmte Congruenz ist 
von der besonderen Art. dass ihre beiden Directricen in eine einzige Gerade, die 
Complexgerade selbst, zusammenfallen. Sie ist von noch speciellerer Art för 
die Geraden, welche Plücker als die stngulären Linien des gegebenen Com- 
plexes bezeichnet hat, indem deren Tangentialcomplexe sämmtlich specielle 
sind und die Directricen der Congruenz demnach ein Strahlenbüschel in einer 
durch die betreffende singulare Linie hindurchgehenden Ebene, der zugeord- 
neten singulären Ebene^ mit einem auf der singulären Linie gelegenen Mittel- 
punkte, dem zugeordneten singulären Punkte, bilden. Die so definirten aus- 
gezeichneten Elemente hat Plücker unter Beschränkung auf den Complex 
zweiten Grades näher untersucht. Er gelangte für diesen zunächst zu der 
Bemerkung, dass der zugeordnete singulare Punkt der feste Berührungspunkt 
der singulären Linie mit allen sie berührenden Complexcurven, die zugeordnete 
singulare Ebene gemeinschaftliche Tangentialebene aller die singulare Linie 
enthaltenden Complexkegel ist. Er erkannte ferner die Identität der singulären 
Linien mit den Durchschnittslinien solcher Ebenenpaare, welche einen Com- 
plexkegel bilden, und mit den Verbindungslinien solcher Punktepaare, welche 
eine Complexcurve repräsentiren; die Spitze des Complexkegels ist jedesmal 
der zugeordnete singulare Punkt, die Ebene der Complexcurve die zugeordnete 
singulare Ebene. Insbesondere untersuchte Plücker die von den singulären 
Punkten des Complexes zweiten Grades gebildete Fläche vierter Ordnung und 
die von seinen singulären Ebenen umhüllte Fläche vierter Klasse und fand, 
dass diese beiden Flächen identisch sind ^), derart dass in jedem Punkte der 

*) Herr Klein nennt diese Fläche die Singula ritälen fläche des Complexes. Gott 
Nachr. IHOÜ. S. 2G7. 
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Fläche eine von den Tangenten eine singulare Linie ist, welcher der Pankt 
als singulärer Punkt und die Tangentialebene als singulare Ebene entspricht. 
Die Gfiltigkeit des letzterwähnten Pliickerschen Satzes für Complexe 
beliebigen Grades ist in meiner Habilitationsschrift*) durch einfache geome- 
trische Betrachtungen bewiesen^ welche auf der doppelten Definition der Breim- 
fläche eines Strahl ensystemes beruhen. Die Fläche der singulären Punkte . 
oder Ebenen bildet nämlich einen Theil der Brennfläche der von den singu- 
lären Linien gebildeten Congruenz. Der Nachweis der Identität beider De- 
finitionen der Singularitätenfläche eines Complexes, oder allgemeiner der 
Brennfläche eines Strahlensystemes, aus den analytischen Darstellungen (vgl. 
§§. 11, 12 der Hab.-Schr.), sowie die geometrische Bedeutung des anderen 
Thfiles der Brennfläche der singulären Strahlen und einige auf die analytische 
Darstellung bezOgliche Betrachtungen werden im Folgenden mitgetheilt. Bei 
dieser Gelegenheit sei es gestattet, die in §§. 1 —3, 7—8 der Hab.-Schr. ge- 
gebenen Erörterungen in Kürze vorauszuschicken (§. 1). 

§. 1. 

Unter den Geraden eines Complexes werde eine beliebige, x? aufge- 
fasst. Die durch x gehenden Ebenen u und die auf x gelegenen Punkte § 
werden durch den Complex projectivisch auf einander bezogen, derart, dass 
in der Ebene u durch den entsprechenden Punkt | eine der Geraden x un- 
endlich nahe Complexlinie gezogen werden itann. Der Punkt ^ ist der Be- 
rührungspunkt von X mit der in der Ebene u gelegenen Complexcurve, die 
Ebene u berührt den von § ausgehenden Complexkegel längs der Erzeu- 
genden X. 

Es sei jetzt x ein zwei gegebenen Complexen gemeinschaftlicher Strahl, 
also ein Strahl des von den beiden Complexen gebildeten Strahlensystems. 
Dann werden die durch x gehenden Ebenen den Punkten von x auf doppelte 
Weise projectivisch zugeordnet. Es sind aber zwei Punkte |, |' und zwei 
Ebenen u', u dadurch ausgezeichnet, dass ^^ ?/ und ^'^ u einander in Bezug 
auf beide Complexe^entsprechen. In den Punkten |^ ^' wird x von unendlich 
nahen Strahlen der Congruenz geschnitten, welche resp. in den Ebenen u\ u 
verlaufen, und es sind also ^^ ^' die dem Strahle x zugehörigen Brennpunkte 
und u\ u die entsprechenden Fokalebenen des Strahlensystems. 



' j Zur Theorie der Complexe und Congruenzen von Geraden, Giessen 1870. 
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Die von den Brennpunkten des Strahlensystems gebildete Fläche, — 
der Ort aller Punkte S(S'\ von denen zwei zusammenfallende Strahlen x des 
Systemes ausgehen, — ist mit der von den Fokalebenen eingebauten Flache, — . 
der Enveloppe aller Ebenen u{u')^ in welchen zwei zusammenfallende Strahlen 
X des Systemes liegen, — identisch; sie wird von den Strahlen x doppelt 
berährt und heisst die Brennfläche des Strahlensystems*). Aber die Tan- 
gentenebene der Brennfläche im Punkte ^ ist nicht die entsprechende Fokal- 
ebene u\ welche den durch | hindurchgehenden bei x unendlich nahen Strahl 
enthält. Vielmehr ist ^ der Berährungspunkt der dem anderen Brennpunkte 
von X) dem Punkte ^, entsprechenden Fokalebene u; denn von ^ aus kann 
in dieser letzteren ausser x noch eine unendlich nahe, also auch unendlich nahe 
bei § berührende Tangente der Brennfläche gezogen werden. 

Es sei jetzt x wieder ein beliebiger Strahl aus einem gegebenen Coin- 
plexe. Die durch den Gomplex erzeugte projectivische Beziehung zwischen 
den Punkten von x und den durch x gehenden Ebenen kann sich derart spe- 
cialisiren, dass allen Ebenen ein fester Punkt | und also allen Punkten eine 
feste Ebene u entspricht. Dann ist § der feste Berührungspunkt von x mit 
allen Complexcurven des Ebenenbüschels, u die gemeinschaftliche Tangential- 
ebene für alle Gomplexkegel der auf x gelegenen Punkte. Eine derartige 
Complexlinie x wird eine singulare Linie, S der zugeordnete singulare Punkt, 
u die zugeordnete singulare Ebene genannt. Man kann dieselben Elemente 
noch in anderer Weise definiren. Für die in der Ebene u gelegene Complex- 
curve hat sich nicht ein bestimmter Berührungspunkt mit x ergeben, d. h. x 
ist eine Doppeltangente dieser Curve; ebenso ist x Doppelerzeugende des 
Complexkegels mit der Spitze |. Die singulären Punkte werden also als die . 
Spitzen solcher Gomplexkegel erhalten, welche eine Doppelerzeugende be- 
sitzen, und die singulären Ebenen als die Ebenen solcher Gomplexcurven, 
welche eine Doppeltangente besitzen; die Doppelelemente, welche in beiden 
Fällen auftreten, sind dieselben, nämlich die singulären Linien des Gomplexes. 

Die singulären Elemente jeder der drei Arten bilden Mannigfaltigkeiten 
von zwei Dimensionen. Die singulären Linien insbesondere können als ge- 
meinschaflliche Linien zweier Gomplexe betrachtet werden, von denen einer 
der gegebene ist. Durch diese Gomplexe werden die Ebenen und die Punkte 
von X auf doppelte Weise einander projectivisch zugeordnet. Hierbei ent- 



*) Kummer, dieses Journal Bd. 57 und Math. Abh. der Berl. Akad. 1866. S. 5. 
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spricht dem Punkte ^ beidemal eine und dieselbe Ebene u'^ der Ebene u 
beidemal ein und derselbe Punkt ^. Also erweist sich der x zugeordnete 
singulare Punkt | als einer der beiden zu r gehörigen Brennpunkte, die zu- 
geordnete singulare Ebene u als eine der beiden zu r gehörigen Fokalebenen 
des von den singulären Linien gebildeten Strahlensystemes; aber u ist nicht 
die dem Brennpunkte | entsprechende Fokalebene. Die Brennfläche zerfällt 
mithin in zwei Theile; der eine ist zugleich der Ort der Punkte | und die 
Enveloppe der Ebenen u^ der andere dagegen der Ort der Punkte ^ und die 
Enveloppe der Ebenen u'. Damit ist der Satz bewiesen: 

Für jeden Complex ist die Fläche der singulären Punkte mit der 
Fläche der singulären Ebenen identisch und bildet einen Theil der Brennfläche 
des Strahlensystemes der singulären Linien; die singulären Linien sind Tan-- 
genten dieser Fläche in ihrem zugeordneten singulären Punkte und längs ihrer 
zugeordneten singulären Ebene. 

§. 2. 

Ich gebe nun den algebraischen Beweis des vorstehenden Satzes, wobei 
ich die in dem Aufsatze ,,Zur Theorie der linearen Complexe^^ dieses Journal 
Bd. 75 eingefOhrten Bezeichnungen anwende. 

Es sei F{x) eine homogene ganze Function n^^^ Grades der Linien- 
coordinaten Xf-Xo) also F=0 die Gleichung eines Liniencomplexes vom 
uten Grade. Werden die Ableitungen > * 

-^ mit nFi^i (f = 1...6) 

bezeichnet, und ist x eine Linie des Gomplexes, so sind die Grössen $i...$g 
als Ooordinaten eines linearen Complexes % zu betrachten, welcher den Strahl 
% und die ihm unendlich nahen Strahlen mit dem Complex F = gemein hat.*) 
Ist ebenso 6 = die Gleichung eines Complexes vom f?t^° Grade, 
und werden die Ableitungen von G mit f?t®,^3 bezeichnet, so bilden die ge- 
meinschaftlichen Strahlen der linearen Complexe % und ® ein Strahlensystem 
erster Ordnung und erster Klasse, welches den Strahl x und die ihm unend- 
lich nahen mit der Congruenz der Complexe F=:ü, (7 = gemein hat. Die 
Strahlen dieses Systemes schneiden zwei feste Geraden f und f mit den 



♦) Plücher, Neue Geometrie des Raumes S. 292. 
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Coordinaten 

(1.) f. = i5.+a®„ f. = i'gf,+ a'®,, (1 = 1. ..6) 
wo Ji'- ^y it' : fi' bestimmt werden durch Auflösung der Gleichung 

(2.) l\%, 5) + 2ia(g, ®Hfi'{®, ®) = 0. 

Die Geraden f und f schneiden r; denn es ist 

(f, X) = i(g, x) + in{®, X) = lF+^iG = 0, (f, X) = i'-F+/i'G = 0. 

Die Schnittpunkte mögen resp. |^ ^ und die gemeinschaftlichen Ebenen resp. 
u, u' heissen. In der Ebene u[u') geht durch den Punkt ^{§) ein bei x un- 
endlich naher Strahl der Congruenz, also sind u^ u die dem Strahle x zuge- 
hörigen Fokalebenen und ^\ | die entsprechenden Brennpunkte der Con- 
gruenz*). Die Coordinaten des Brennpunktes i und der Fokalebene u sind 
daher nach §. 5 des Aufs. „Zur Th. d. lin. Compl.^: 

(3.) l = nXx,EiUa)), u, = E,{x,n{f,a)\ (i = 1...4) 

wo die Grössen a und a willkürlich gewählt werden können. Diese 
Gleichungen sind als Darstellungen des Ortes der Brennpunkte resp. der 
Fokalebenen durch die den Bedingungen F=0, G = 0, (x^x)^0 unter- 
worfenen Coordinaten x zu betrachten. 

Bildet man nun das Differential von i^ in Bezug auf die x und unter- 
wirft die dx den Bedingungen: 

dF=0, rfG = 0, rf(r,r) = 0, 

60 erhält man die Coordinate i^; eines beliebigen Punktes t] der Ebene, welche 
den Ort der Brennpunkte in ^ berührt, nämlich: 

t/. = 77,(r,E(rff,«))+^.(*,ß(f,«))- 
Diesen Ausdruck kann man aber, da 

(f- *) « i^g, rft) + u(®, rfy) = ^rfF+^dC = 

und mithin nach Formel (17.) S, 123 des 75. Bds. 

//. {dx, E (f, «)) + n. (f, E (*, «)) = - (f, dx) «, = 
Ul, rolffonderniasson umgestalten: 

tli = //. (y, E (rff, «)) - «;(f, E (dx, «)) = IT, (r, 6) - 77, (f, c) , 



mmm» 



*) Dio beiden hier lur Bestimmung der Brennpunkte benutzten Linien f, f sind 
r Olli hcMouiUw» Taar aus zwei Büscheln; s. die allgemeine Betrachtung bei Herrn 



MUl 

hMH Math, Ann. Hd. V S. 289. 
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wenn man zur Abkürzung b, c für E{d^^d)^ E{dx\oL) schreibt. Hierin be- 

• ______ 

deutet 77 (r, b) einen Punkt der Geraden r^ /7(f, c) einen Punkt der Geraden f; 
also sind n{x^b) und ll{f^c) zwei Punkte der Fokalebene u. Auf ihrer 
Verbindungslinie, also ebenfalls in der Ebene u^ ist der Punkt rj gelegen. 
Folglich berührt n die Flache der Brennpunkte in ^, und die Fokfilebenen 
umhüllen diese Fläche. 

Es ist leicht, das bei der Brennfläche angewendete Verfahren auf 
die Gongruenz der singulären Linien eines Gomplexes F = zu übertragen. 
Ist X eine singulare Linie von F = 0, so sind ihre Tangenti'alcomplexe sämmt- 
lich specielle lineare Complexe, d. h. es ist für alle p und q: 

-(4.) ipd + gx^P^ + gr:) =pH%, %) + 2pqF+q\x, x) = 0, 
d.h. es tritt zu F=0, (y, r) = hinzu: 

(5, 5) = 0. 

Der Schnittpunkt der Geraden x und % ist der x zugeordnete singulare Punkt |^ 
die gemeinschaftliche Ebene die zugeordnete singulare Ebene u, so dass 

(5.) ^, = /7,(y,£(5a)), ti, = £, (y, 77(ga)) (f = 1...4) 
bei willkürlichen a und a. Jede Gerade, welche dem Strahle x unendlich 
nahe ist und entweder durch ^ hindurchgeht oder in u verlauft, gehört dem 
Complexe F=0 an. 

Das Diiferential von ^. in Bezug auf die x, worin die dx die Bedingungen 
(6.) rfF=0, rf(gf,g)=p, dix,x) = 
zu erfüllen haben, wird nun, wie oben, mit Hülfe der Bedingung 

{d.dx) = ^dF=:0 
umgeformt in: 

(7.) di, = /7.(r, E(d^, «))~/7,(5, E(dx, «)), (i = 1 . ..4} 
und es ist dann sofort ersichtlich, dass alle dem Punkte § unendlich nahen 
singulären Punkte in der Ebene u liegen. Dies ist aber die zu erweisende 
Eigenschaft der Singularitätenfläche. 

Wenn mau aus den Gleichungen (6.) und (7.) die dx eliminirt, so er- 
hält man eine lineare Relation zwischen den Diiferentialen d^iy also, wenn 
man dieselben durch Punktcoordinaten rii ersetzt, die Gleichung der Taugenten- 
ebene des Ortes der singulären Punkte in |^ und zwar in Form einer gleich 
Null gesetzten Determinante siebenten Grades.*) Diese Determinante kann 

*) Vgl. Habilitationsschrift S. 14. 
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nach dem Obigen, wenn man die Gleichung (4.) berücksichtigr, von der Function 
u^=^ SuiTji^ wo die n aus (5.) entnommen werden, sich nur um einen von 
den ri unabhängigen Factor unterscheiden. In der ' Tbat würde es keine 
Schwierigkeit haben, die Ausscheidung dieses Factors durch die Relationen, 
welche 'in §. 4 der Abhandlung ^Znr Tb. d. lin. Compl.^ hergestellt sind, 
zu bewirken. 

Mittelst der Formel (14.) der citirten Abhandlung bringt man die 
Coordinaten einer beliebigen Tangente im Punkte c^ also die Determinanten 
{^9 d§)k aus den Grössen 

leicht auf die Form p^k+gXk, wo: 

p - ^%,{Eix, «), E{dx,a)),, q = Zxi{E{%,a\ E{d%,a% 

Die Determinanten aus den u und du lassen sich auf dieselbe Form bringen. 
Es ist nämlich {u^du)k^^ = p'%k+qXk9 wo: 

p' = -S5,(/7()c,a), n{dx,a)),^,, q' = ^Xx{n{^,a),nid%,a)),^,. 

§. 3. 
« Um die dem Strahle x zugehörigen Brennpunkte und Fokalebenen des 
Strahlensystems der singulären Linien zu finden, hat man die Wurzeln der 
Gleichung (2.), in welcher dann 

2(«-l)®.+3 = -^^, (e = 1...6) 

anzunehmen ist, in die Ausdrücke (1.) einzusetzen, so dass %i und 

(8.) f, = i5,+ a®,, (t = 1...6) 

die Coordinaten zweier Geraden % und f sind, welche mit x die Brennpunkte 
und Fokalebenen bestimmen; dabei ist 

Der Ort der Punkte $\ in welchen x und f einander schneiden, ist mit der 
Enveloppe der Ebenen ti', welche die Strahlen x und f zugleich enthalten, 
identisch und bildet zusammen mit der Singularitätenfläche die vollständige 
Brennfläche der singulären Linien. Die Beziehung dieses Ortes zum Com- 
plexe F=0 soll jetzt aufgesucht werden. 

Ich knüpfe zu diesem Zweck an die Verallgemeinerung des Begriffes 
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der Folarcomplexe an. Wenn man die Gleichung F = m mal hintereinander 
in Bezug auf die x differentiirt und sodann die dx durch laufende Linien- 
coordinaten 9 ersetzt, so erhält man die Gleichung eines Liniencomplexes 
vom f»*®» Grade, des (»— m)*®" Polarcomplexes von x in Bezug auf F=0. 
Die («— 1)^® Polare ist linear. Die Complexcurve der linearen Polare in 
irgend einer durch x gelegten Ebene reducirt sich auf einen Punkt, den Pol 
der Geraden x in Bezug auf die in derselben Ebene befindliche Complexcurve 
von F=0*), also insbesondere den Berührungspunkt dieser Complexcurve 
mit r, sobald x selbst eine Complexlinie und mithin der lineare Polarcomplex 
ein Tangentialcomplex ist. Diese Eigenschaft wird leicht für den (»— f»)*®" 
Polarcomplex verallgemeinert. Die Complexcurve des («--w)*®^ Polarcom- 
plexes von X in irgend einer durch x gelegten Ebene ist eine Curve m^^^ Klasse, 
welche mit der (;i — m)^®" Polare von x in Bezug auf die in derselben Ebene 
gelegene Complexcurve von F=0 zusammenfällt. Der von irgend einem 
Punkte von x ausgehende Complexkegel des («—«1)*®° Polarcomplexes von x 
steht in gleicher Beziehung zu dem von demselben Punkte ausgehenden Com- 
plexkegel von F = 0. 

Die Coordinaten des linearen Complexes ® waren: 

(„_,)®,„ = .äf8I = i5.i|«- = i'i'g.-^, C( = I...6). 

Zu demselben Complex gelangt man aber auch, wenn man die erste Polare 
(P = 0) der Geraden 5 »n Bezug aufF=0, also den Complex (n—i)^^^ Grades 

p = :i"5,^m = 0. 

m 

und in Bezug auf« diesen die lineare Polare von r bildet. Die Coordinaten 
der letzteren ergeben sich nämlich dadurch, das^man in 

die 9 durch die x ersetzt, und sind mithin den Werthen ©,^3 proportional. 

Die der singuläreri Linie x zugeordnete singulare Ebene u enthält die 
Strahlen x und % zugleich. Nach dem Vorangeschickten ist somit die Com- 
plexcurve von P = in der Ebene u die erste Polare von % in Bezug auf 
die Complexcurve von F = in derselben Ebene und der Punkt, auf welchen 
sich die Complexcurve von ® in n reducirt, der Pol von x in Bezug auf 



*) Plücher, Neae G«ouietrie des Raumes !S. 299. 
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jene erste Polare von J. Dieser Punkt ist nun wegen (8.) derselbe, auf 
welchen sich die Complexcurve des speciellen Complexes \ \n u reducirt, 
d. h. der Durchschnittspunkt der Strahlen f und ^*, also der Brennpunkt |'. 
Mithin erweist sich '^\ wenn man noch berQcksichtigt, dass die Gleichung 
P=0 von jf selbst befriedigt wird, als der Berührungspunkt der Geraden % 
mit der ersten Polare der Geraden ^ in Bezug auf die von den Linien des 
Complexes F=0 in der Ebene u umhüllte Curve w*^*" Klasse. 

In unserem Falle berührt die zuletzt erwähnte Curve die Gerade ^ 

• 

in zwei Punkten 7]^ ri\ Der Berührungspunkt ^' der Doppeltangente mit der 
ersten Polare der Geraden % in Bezug auf jene Curve wird demnach er- 
halten*), indem man zu 77^ rf und dem Schnittpunkte von ^ mit ^, also zu 
71^ ri\ '§ den (^ conjugirten) vierten harmonischen Punkt construirt. — An 
dem Complexkegel des Punktes ^ kann man eine analoge Betrachtung an- 
stellen. Wenn man mit r^ v die beiden Ebenen bezeichnet, welche diesen 
Kegel längs der Doppelerzeugenden ^ berühren, so wird man finden, dass die 
Ebenen e, r' durch die Ebenen u, ii harmonisch getrennt werden. Es hat 
sich somit der Satz ergeben: 

Unter den Punkten jeder singulären Linie eines Complexes sind zwei 
als Berührungspunkte mit der Complexcurve, welche in der zugeordneten 
singulären Ebene liegt , einer als der zugeordnete singulare Punkt und einer 
als der eierte harmonische Punkt ausgezeichnet; ebenso unter den durch die 
singulare Linie gehenden Ebenen zwei als Tangentialebenen des Complexkegels^ 
welcher vom zugeordneten singulären Punkte ausgeht, eine als die zugeordnete 
singulare Ebene und eine als die vierte harmonische^^). Die von den vierten 
harmonischen Punkten gebildete Fläche ist mit der von den vierten harmonischen 
Ebenen umhüllten identisch und stellt zusammen mit der Singularitätenfläche 
die vollständige Brennfläche der singulären Strahlen vor, 

§. 4. 
Für die von uns betrachteten Flächen müssen sich aus den ange- 
gebenen analytischen Darstellungen mittelst Elimination die Gleichungen ent- 
wickeln lassen. Man gelangt aber kürzer dazu auf folgendem Wege. 



*) Salmon, Higher plane Curves Art. 67. 

**) Diese Punkte und Ebenen hat Plücher an den singulären Linien der Com- 
plexe zweiten Grades betrachtet. Vgl. besonders „N. Geoni. d. R." S. 213. 
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Es sei ein Punkt | durch drei in ihm sich schneidende Ebenen a, h, c 
gegeben, so dass für beliebige u*): 

Uz = (uabc). 

Dann werden irgend zwei durch § gehende Ebenen durch Coordinaten von 

der Form 

pai+qbi+rCi, p'ai+q'bi+r'Ci, («==1...4) 

reprasentirt, folglich eine beliebige durch ^ gehende Gerade |: als Durch- 
schnittslinie solcher Ebenen durch die Coordinaten*^) 

(9.) j, = Ä (6c),^.3 + .u (ra)*+3 + y (o*)*+3 (& = 1 . . . 6) 
wenn man setzt: 

qr — rq' = X, rp'—pr' = u^ pq— qp' = v. 

Durch den Punkt | geht eine einfache Mannigfaltigkeit von Geraden eines 
gegebenen Complexes «^®° Grades F(j) = 0, ein „Complexkegel." Die Geraden 
eines solchen Complexkegols werden durch eine Gleichung n^^° Grades zwischen 
l, fi, V dargestellt, wenn man in F(f) = für die 5 die Werthe (9.) sub- 
stituirt. — In analoger Weise drückt man die Gesammtheit der in einer Ebene 
gelegenen Complexlinien, eine „Complexcurve", durch eine Gleichung zwischen 
drei Parametern aus. 

Zur Abkürzung sei: 

(10.) ii, = (6c)ä-|.3, »* = (ca)A-+3^ rOk={ab)k+z' (& = 1...6) 
Dann hat man die Discriminante J der Form n*®° Grades in l, fi^ v 

zu bilden, um die Bedingung herzustellen, unter welcher der Coroplexkegel 
mit der Spitze | eine Doppelerzeugende besitzt. Die Discriminante J ist 
eine Combinante der linearen Formen (u, 5), (0, j), («>,?) und enthält somit 
die u, t), n) nur in gewissen Verbindungen, nämlich den Determinanten dritten 
Grades aus dem Systeme***) 



«i 


«2 


U3 


U4 


«5 


«r, 


»I 


»2 


»3 


»4 


»5 


»6 


»I 


n>2 


»3 


»4 


»5 


»c 



*) Die Bezeichnungen sind die in dem Aufs. „Zur Th. d. lin. Compl." angewandten. 
**) Vgl. Art. 51 des cit. Aufs. 
***) Gordan, Math. Ann. Bd. V., S. 95. 
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Die Berechnung dieser Determinanten für die besonderen Werthe (10.) ist in 
Art. 33 der Abh. „Zur Th. d. lin. Compl." gegeben ; vier von ihnen ver- 
schwinden, vier andere sind gleich den Quadraten der Coordinaten ^i, ^29 ^39 I49 
die übrigen werden die Producte dieser Grössen zu je zweien. Also reprä- 
sentirt die Gleichung J=0 den Ort der singul&ren Punkte des Complexes F=0. 
Wird den Grössen U^, ^, 993 die folgende Bedeutung beigelegt: 

(11.) U. = (/3y)„ 5B. = (/a)„ S*-(a/3)*, (& = 1...6) 
und die Ebene der Punkte a, ß, y mit u bezeichnet, so dass für beliebige |: 

so ist die Discriminante D der Form n^^^ Grades in /., ,u, v: 

gleich Null zu setzen, wenn U eine singulare Ebene sein soll. Man erhSlt 
aber D aus J, indem man alle Indices der Coef&cienten von F mit den 
adjungirten und die Coordinaten a^ b, c resp. mit ol^ ß, y vertauscht. Die 
Gleichung der Singularitätenfläche in Ebenencoordinaten entsteht also aus ihrer 
Gleichung in Pnnktcoordinaten, indem, man li...!« in Ui.,.u^ und alle Indices 
der Coefficienten von F in die adjungirten verwandelt. 

Wenn man für die Form F(() eine symbolische Darstellung einfährt: 

so kann man auf Grund der vorangeschickten Betrachtung die Gleichungen 
der Singularitätenfläche aus dem symbolischen Ausdruck der Discriminante 
einer temären Form n^^^ Grades sofort in symbolischer Form herstellen. Die 
Discriminante der Form (^(a, u) + /x(a, t))+i/(a, n)))" als Function von i, /i, v 
ist bekanntlich eine lineare Verbindung von Producten aus Determinanten 
dritten Grades von der Form 



(a,u) (a,ö) (a,n)) 
(S,u) (b,t)) (b,n)) 
(c, u) (c, t)) (c, w) 



(6c)i {bc\ (^bc), {bc), (605 (6c)6 
(ca)i (ca)2 (co)3 {ca\ {ca% {ca)^ 
(ab)^ («6)2 (06)3 («6)4 («6)5 {ab\ 



tti ai a^ a^ as a^ 
bi 62 63 h^ br, bß 

Ci C2 C3 C4 C5 c« 

Eine derartige Determinante lässt sich nun, wie in §. 8 der erwähnten Ab- 
handlung gezeigt ist, leicht als quadratische Form in den «i: ausdrücken; wird 
sie zur Abkürzung mit (a, b, c, I) bezeichnet, so ist : 

(12.) (a, b, c, §•) = |;a,(£(b, ^), E(c, ^)),. 
Auf diesem Wege gelangt man also zur Gleichung der Singularitätenfläche in 
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Punktcoordinaten, und beim UebergaDg zur Gleichung in Ebenencoordinaten 
hat man nur nöthig, die Determinanten (a, b, c, |) durch [a, B, c, ti] zu er- 
setzen, wo 

(13.) [a, b, c, fi] ^ io, (77(b, u\ /7(c, n)^,,. 

k- i 

Im einfachsten Falle, fär n = 2, hat man: 

Nach §. 8 der erwähnten Abhandlung kann man ohne Weiteres die 
Uebereinstimmung dieses Ergebnisses mit demjenigen erkennen, welches Clebsch 
für die von ihm eingeführte Normalform der Complexgieichungen mittelst Aus- 
scheidung fiberflössiger Factoren zuerst för n = 2 *) aufgestellt und sodann 
auf beliebige Grade und auf gewisse allgemeinere covariante Flachen von 
Complexen ausgedehnt hat**). — 

In derselben Weise, wie die Gleichung der Singularitätenfläche aus 
der Discriminante einer ebenen Curve abgeleitet wurde, wird die Gleichung 
der Brennfläche einer Congruenz F=0, 6 = aus der Bedingung ffir die 
Berührung zweier ebenen Curven entwickelt. Der Punkt § ist nämlich ein 
Brennpunkt und die Ebene u eine Fokalebene, wenn zwei von den mn Werth- 
systemen A^ //, i/^ welche die beiden Gleichungen 

F{l\i + ut) + vtv) = und G{kxi + uv-i- rrt) = 0, 
respective 

F(m + /^SS + y233) = und G(ÄU+«/iB + vSB) = 

befriedigen, in eines zusammenfallen. Wenn also F und G vom zweiten 
Grade sind, und man setzt symbolisch: 

F = (a, ^y = (b, yf = (c, xr = (^ X)\ « = («, ?f = (33, J?)' = (@, ?)', 
80 ist die Gleichung der Brennfläche in Punktcoordinaten : 

(14.) A{ZJ&-&){WJ'-&^)-{%/tj'-eej = 

anter Benutzung der üblichen Bezeichnung: 

(15.) 6^ = (a,b,c,^j% 26>=(o,B,«,?)% 26>'=(a,2I,53,l)% 6^' = («, 55, g, ^)'. 
Die Gleichung der Brennfläche in Ebenencoordinaten lautet fflr denselben Fall: 

(16.) 4(3DT-r)(3rD'-T")-(9Z)fl-TT')' = 0, 



*) Math. Ann. Bd. II S. 1. 
**) Gott. Nachr. 1872. No. 3. und Math. Ann. Bd. V S. 435. 
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WO D, T, T', D' folgende Bedeutungen haben: 

(17.) 6Z)=[a,6,c,«]^ 2T=[a,6,2l,«]% 27'= [a, 21, 8,«)% 6/)' = [21, 33, (5, «]'. 
Die Congruenz der Contplexe F = 0, G = geht durch die Annahme 

G = (5,g) = (a,6)(a,^-(6,j:)-' 

in die Congruenz der singulären Linien des Complexes F=0 Ober, und wir 
haben gesehen, dass in diesem Falle die Singularitätenfläche einen Theil der 
Brennfläche bildet. Die Ausscheidung der Singularitätenfläche aus der Glei- 
chung (14.) oder (16.) wird in der That ffir » = 3, also 

G = (21, 5)^ = (0, b) (a, j) (b, 5) 

in folgender Weise bewirkt. Man hat nach Formel (16.) der cit. Abb.: 

i«5(2l,j)^ = i(g,5)(a6c«) 
= (5, u)-2-gt(a«)t+(g, »)^5,(6«)»+(5, w)2%,{cul 
= (c,?)(f, X) |(c, u).2-l>i(o«)i+(c, »).rt>t(6»)*+(c, w)2r>,{cu),\. 

Nun erhält man 

(0, u) (a, 0) (a, ro) 

26> = (S, u) (6, ») (b, ») 

(21, u) (21,») (2l,tt>) 
aus (21, j^)^, indem man %,, ersetzt durch 

(a, u) (a, ») (a, w) 
(b,u) (S,») (b,») 

und mithin ergiebt sich: 

0.»5 = (a,B,c,^(a,B,t),^') {(c,u)-2'D,(o«)i+(c,o)-2'l)J>i),+(c,tt)).2'D*(ctt)4. 

Addirt man hierzu die beiden Ausdrücke, welche durch Vertauschung von a 
und 6 mit c entstehen, so gelingt es, unter Beräcksichtigung der Identität: 

(a, tt) (S, c, b, $) + (S, u) (f , a, b, ^) -f (c, u) (a, 6, D, §0 = (^, u) (a, b, c, s), 

die Theilbarkeit von durch J nachzuweisen, indem 

30. «I = (a,b,c,^)' i(D,u)-2"t>i(a«),.+(i>,»):s-D,(6«), + (t,n))-^b»(c«),| 

wird. Nach der eben citirten Formel ist aber 

(l),tt)-2'l)»(ott)*+(t»,»)-2"D*(6«)i+(b,n)).2'D*(cM)» = i(t>,b)(a6c«) = ■i(b,t»)a.. 

Also findet man schliesslich für O und analog für T die Werthe: 

(18.) = (t),t)//, r=(t»,t)/). 
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Fär die singulären Linien des Complexes zweiten Grades wird demnach der 
nach Ausscheidung der Siugularitätenfläche zurfickbleibende Theil der Brenn- 
flftche durch die Gleichungen 

ri9 H(30'-(i),b) 0)(30^' - &') = (9z/'- (p,t) eyj, 

^ '^ i4(3r-(D,»))T)(3TD'-r^) = {9D'-(p,t>)TyD 

in Punkt- resp. Ebenencoordinaten ausgedrückt. 

In und T tritt die in den Coefficienten von F lineare Invariante 



öf.öf, df,d]c, öjc,6j, 

als Factor auf. Wird also die Compfexgleichung F = in der Normalform *) 
angenommen, so dass (b,b) = 0, so verschwinden die Formen und Tiden- 
tisch, und die Gleichungen (19.) reduciren sich auf: 

40'^+ 27 JJ'^ = 0, 4T'^+ 27 DD'' = 0. 

Giessen, im December 1872. 



*) Clebsch, Math. Ann. Bd. IL, S. 1. 
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Notiz über die Abbildung der Kreisbogen-Polygone. 

(Von Herrn L. Pochhammer,) 



JLlie Aufgabe, ein Kreisbogen -Polygon auf einer Halbebene abzu- 
bilden, steht mit dem entsprecbenden Problem für das geradseitige Polygon 
in dem Zusammenhang, dass eine beliebige von zwei Kreisbogen gebildete 
Ecke in der Ebene einer Variable u stets durch eine lineare Subslitotion 

u = ' y ; ^^ auf eine geradlinige Ecke in der Ebene von u' zurfickgeführt 

werden kann. Wenn daher ein von u und der Variable der Halbebene, t, 
abhängiger Ausdruck V(Uy t) aufgefunden wird, welcher gleich V{u, l) ist, 
wie auch die Constanten C^, C2, C3, C4 gewählt sein mögen: so gewinnt 
man, da das Verhalten der eine geradlinige Ecke darstellenden Function u' be- 
kannt ist, Aufschluss über die Eigenschaften der Function ^{u^t). Von diesem 
Gesichtspunkt ausgehend, hat Herr H, A, Schwarz in dem Aufsatz ^lieber einige 
Abbildungsaufgaben^^, im 70. Bande dieses Journals, das Problem der Ab- 
bildung der Kreisbogen-Polygone auf die Auflösung der gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 

dv 



dt 



W = F{t) 



zurückgeführt, in welcher v den Ausdruck -37 'ög-^-, und F{t) eine ge- 
brochene rationale Function von / bezeichnet. Die hierbei angewendete 
Function V{u,l) von der oben erwähnten Beschaffenheit lautet: 

Da Herr Schwarz keine Methode angiebt, wie man zu dieser Function V(u,f) 
gelangt, möchte ich seine Betrachtungen durch den Nachweis ergänzen, dass 
man mit Nothwendigkeit auf dieselbe geführt wird, wenn man von der für 
das Kreisbogen -Polygon charakteristischen Bedingung, dass die Krümmung 
innerhalb der einzelnen Seiten comlanl sein soll, ausgeht. Es ist zunächst 
ein Ausdruck für die Krümmung zu entwickeln. 
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Die Werthe t, t+dt, t+2dt stellen, wenn t und dl reell sind, drei 
benachbarte Punkte der reellen Achse in der /-Ebene dar. Die zugehörigen 
Werthe der von / abhängigen Function u sind u, u+du^ u+2du+(fu^ und 
die durch dieselben dargestellten Punkte der «i-Ebene mögen A, B, C heissen. 
Man denke sich A und B, B und C durch gerade Linien verbunden, und die 
Strecke AB Ober B hinaus um sich selbst, bis zu einem Punkte D^ ver- 



L c 




^ 



X 



Iftngert. Der Contigenzwinkel DBC heisse e; dann giebt der Quotient -j^ 

die Krümmung, k, an. — Es sei du=:p&", (Pu = q^^, so dass p, =moddu, 

die Länge der Strecke AB misst, während a den Winkel angiebt, den AB 

mit dem positiven Zweige der reellen Achse der ti- Ebene bildet. Vom 

Punkte B gelangt man zum Punkte D durch Addition von du, und zum 

Punkte C durch Addition von du + d^u; folglich bezeichnet q, =moi(Pu, die 

Länge der Strecke DC, und ß den Winkel zwischen DC und der reellen 

Achse. Die Grössen p und q sind unendlich klein, und zwar p von der 

ersten, q von der zweiten Ordnung, während a und ß endlich sind. 

Fällt man von D auf BC ein Loth DL, so ist der unendlich kleine 

DL DL 



Winkel t mit seinem Sinus identisch, also t = -fr^ = 



und das Loth DL 



DB p 

ist gleich dem Product aus DC, =q, und dem Cosinus des Winkels LDC 
Um letzteren Winkel zu bestimmen, bemerke man, dass, bis auF'einen un- 

22» 
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endlich kleinen Unterschied, DL dieselbe Richtung wie die Senkrechte za 
BD hat, folglich mit dem positiven Zweige der reellen Axe den Winkel |^+ä 
bildet. Da der Winkel zwischen DC und derselben Axe gleich ß ist, findet 
man den Winkel LDC, bis auf einen unendlich kleinen Fehler, gleich \n+a—ß. 
Der Fehler ist aber für die Länge DL, in deren Ausdruck die unendlich 
kleine Grösse zweiter Ordnung q als Factor vorkommt, unerheblich, weil die 
unendlich kleinen Grössen dritter Ordnung hier zu vernachlässigen sind. Aus 
LDC=i7i-\^a-ß folgt 

Z)L = qcos{{n-\-a—ß) = gsin (/? — «), 

DL Q • / ,o \ 
e = = -^sin(/J— a). 

P P ^ ^ 

Da nun 



= -7^ = z:\<^s{ß-a)+mn{ß-a)\ 



du pe*^ p ' 
ist, so ergiebt sich der Contingenzwinkel t als der imaginäre Theil der 

Function -^, abgesehen vom Factor e. Die Krümmung k^ = ~, ist also gleich 

dem imaginären Theil von — g^ -^ ohne den Factor i. Da dt als reell 

und positiv vorausgesetzt wird, ist moi du = dl mod-^, so dass man die Diffe- 
rentialquotienten statt der Differentiale eiqführen und ki als den imaginären 

Theil von 

1 1 d'ti i d , du 

log 



, du du di" , du dt ^ dt 

bezeichnen kann. Die Ableitungen -^ und -^ haben die Form 

du n • d*u ^ a 

da sie von du und d^u nur in Bezug auf den Modul verschieden sind. 

Bei den Kreisbogen -Polygonen ist die Krümmung innerhalb der ein- 
zelnen Polygonseiten constant; der Differentialquotient der Krümmung ist folg- 
lich fortwährend gleich Null, mit Ausnahme der Eckpunkte, wo derselbe 
unstetig ist. Wenn also der reellen Axe in der {-Ebene ein Kreisbogen- Poly- 
gon in der u-Ebene entsprechen soll, muss der imaginäre Theil der Function 



, I* i 1 d I du 

"" 'dil 7dü"di ^^'di 
mod-^ 
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für reelle Werthe von t stets gleich Null sein, eine endliche Anzahl singu- 
lärer Punkte ausgenommen. Dasselbe gilt, da ^oi-j- reell ist^ von dem 

imaginären Tbeil des Productes <A>.mod-^- Es handelt sich darum, die auf- 
gestellte Bedingung mit Hülfe einer Function auszudrücken, welche ausschliess- 
lich die Differentialquotienten -^, --^,-, -jp- selbst, nicht auch mod^, enthält; 
denn nur hierdurch wird die Reduction des Problems auf eine gewöhnliche 
Differentialgleichung möglich. Die Elimination von mod-^ ist aber leicht zu 
bewirken. — Die Ausführung der Differentiation ergiebt: 

^, j du d* , du d , du i d ^ du 

^^o'^H = ^»«S^-- 5/Ioff dT-Tdir^^^^lF- 
Der Subtrahendus auf der rechten Seite nimmt, wenn die Gleichungen 

benutzt werden, die Gestalt 

\P dt "*■* dty P dt 
an. Sein imaginärer Theii ist nun aber die Hälfte des imaginären Theils von 

/d, d«V f^ dP, .da\' f \ dP\* /da\\ ^.da i dP 

U'«S d?) =y-p-di-^*-di) =CT-dr>)-(dF)+2'ÄT dT- 

Folglich ist der imaginäre Theil der Function 4>.mod-^ gleich dem ima- 
ginären Theil der Function 

Die Forderung der constanlen Krümmung innerhalb der einzelnen 
Polygonseiten führt somit direct zu der nur die Differentialquotienten von u 
enthaltenden Function ^(u, t)^ deren imaginärer Theil, wie bewiesen, für alle 
reellen Werthe von t gleich Null sein muss, mit Ausnahme der den Polygon- 
Ecken entsprechenden Punkte. Die bei letzteren eintretenden Unsletigkeiten 
werden nach der Methode des Herrn Schwarz beseitigt, indem man eine ratio- 
nale reelle Function F(/) subtrahirt. Hieraus ergiebt sich das Resultat, dass 
der imaginäre Theil der Function 
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längs der ganzen reellen Axe von t, ohne irgend eine Ausnahme, gleich 
Null ist. Man kann dann mitlelst derselben Schlussfolgerung, welche Herr 
Christoffel bei der Lösung des Abbildungsproblems der gradseitigen Polygone 
{Brioschi e Cremona, Annali di Mat., Ser. IL, Tom. L) anwendet, den Beweis 
fahren, dass die Function W{u^t) — F(t) eine Constante isl, weil dieselbe ^uf 
der Halbebene der Variable / stelig sein, und ihr imaginärer Theil längs der 
ganzen Begrenzung der Halbebene verschwinden soll. 

Man erhält auf diese Weise eine völlig systematische Ableitung der 

Differentialgleichung erster Ordnung für "^rlog^, von deren Integration die 

Abbildung der Kreisbogen-Polygone abhängt. 
Berlin, Mai 1873. 
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lieber die Darstellung der Functionen complexer 

Variablen. 

Anhang zur Abhandlnng Bd. 75 dieses Jonruals S. 177 6*. 

(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 



Um eine Function f{z) der complexen Variablen z innerhalb des in 
obiger Abhandlung mit &\ bezeichneten Gebietes darzustellen, ging ich 
(s. S. 203 der Abb.) von der Entwickelung aus, welche für die durch die 

rationale Substitution 

(1.) z = F(tr) 
transformirte Function 

(2.) f{F{w)) = /.(IT) 

in der Umgebung von tr = 0, demnach innerhalb E gallig ist. Dieselbe sei: 

(3.) f,{w) = lpn{w). 

Um nun für jeden Funkt z der Fläche Gi den Werlh f{&) der Function zu 
bestimmen, muss man den zu z gehörigen Werlh fc = w^i berechnen, und in 
die Gleichung (2.) subslituiren. 

Es wurde dort (S. 204, No. 3) bemerkt, dass die Entwickelbarkeit 
von f{z) innerhalb G\ von der Kennlniss des Verlaufes des Zweiges fr^ der 
algebraischen Function w von z aus Gleichung (1.) abhängig sei, und hin- 
zugefugt, dass die algebraischen Functionen bei der Darstellung transcendenter 
Functionen mit Recht als bekannte Elemente vorausgesetzt und verwerthet 
werden dürften. Auf diese Bemerkung ist auch auf S. 178 in der Einleitung 
hingewiesen worden. 

Der Zweck dieser Notiz ist nachzuweisen, dass die ausgesprochene 
Voraussetzung der allgemeinen Kennlniss des Verlaufes der Zweige algebraischer 
Functionen für unseren Zweck überflüssig sei, und damit eine Schwierigkeit, 
welche der Anwendung der dort entwickelten Principien entgegenstehen könnte, 
als eine nur scheinbare erkennen zu lassen. 

In der Thal ist dort (s. S. 194) nachgewiesen, dass die Flachen G, 
und E durch die Substitution (1.) vermittelte Abbildungen von einander sind, 
dass demnach jedem Punkte z innerhalb ü, ein und nur ein Punkt w der 
Fläche E nach Gleichung (1.) entspricht. 
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Da der Kreis E die Einheit zum Radius hat, so ergicbt dich, dass 
unter den Wurzeln w der Gleichung (1.) für jedes s innerhalb Gi stets eine 
und nur eine vorhanden ist, deren Modul kleiner oder gleich Eins. 

Diese Wurzel ist der gesuchte Werlh w = Wo' 

Man kann demnach zu jedem z innerhalb Gi den zugehörigen Werth 
u) z=Wi, eindeutig finden, und alsdann mit Hülfe der Gleichung (3.) den Werth 
von f{z) berechnen. 

So würde in dem Beispiele S. 218 Gleichung (3.) ebendaselbst für ein 
bestimmtes z das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu wählen sein, dass der 
Modul von Wo kleiner oder gleich Eins. Der andere Worzelwerth der 
Gleichung 

yw^-'2zw + (i = 

hat dann in der That einen die Einheit übertreffenden Modul, weil 

mod — >> 1. 

r 

Greifswald im April 1873. 
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lieber Relationen, welche für die zwischen je zwei 
singul&ren Punkten erstreckten fntci^rale der Lö- 
sungen linearer Differentialgleichungen stattfinden. 

(Von Herrn L. Fvchs in Greifswald.) 



xJen Salz über die Vertauschung von Parameter und Argument' bei 
der dritten Gattung der hypereliiptischen Transcendenten « aus welchem Herr 
Weierslrass (Programm des Braunsberger Gymnasiums 1848, 49) die seiner 
Theorie dieser Transcendenlen zu Grunde liegende Verallgemeinerung der 
Legendresc\iQii Gleichung für die Periodicitälsmoduin der Integrale erster und 
zweiter Gattung hergeleitet, halte bereits ^16^/ (oeuvres completes l. II., p. 54—65) 
auf lineare Differentialgleichungen ausgedehnt. Jacobi (dieses Journal B. 32 
und mathematische Werke B. I., S. 363) hat den Entvvickelungen Abels eine 
übersichtlichere Gestalt gegeben und sie weiter ausgeführt. Es war jedoch — 
wie er am Schlüsse der eben erwähnten Abhandlung bemerkt — unmögliph, 
den entwickelten Theoremen eine wohlbestimmte Form zu geben, weil zur Zeit 
für die Ergründung des Charakters der Functionen, welche linearen Differential- 
gleichungen mit rationalen Coefficienten genügen, noch wenig geschehen war. — 

Die Resultate meiner Untersuchungen über die Natur dieser Functionen 
haben mir nunmehr auch die Mittel gewährt, in der folgenden Arbeit die 
Abel-Jacobischew Theoreme zu präcisiren. Gleichzeitig gestatteten sie, aus 
denselben Relationen für die zwischen je zwei singulüren Punkten erstreckten 
Integrale der Lösungen linearer Differentialgleichungen Relationen herzuleiten, 
analog denjenigen, welche Legendre für die Periodicitälsmoduin der elliptischen 
und Herr Weierslrass für die der hyperelliptischen Integrale gefunden. 

Sind ^o) Ax^ A,, . . . A, Functionen von x, und setzt man mit Jacohi 
(1.) [y], = A„^ + A,y'-]-A,!,^'> + - + A,i/'>, 
wo jf"* die «** Ableitung einer Function y von ;r bedeutet, ferner 

i[yl .-.-- B„y + B,y'+B.y'^+... + B^y^"^ 

(2.) I d d'^ (/" 
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SO ist auch 

(3.) [y], = -B.y+-^{B,y)-^iB,y) + .:±^iB.y\ 

und fär zwei beliebige Functionen y und z von x 

ein vollständiger DifTerentialquotient (s. J. M. W. B. 1, S. 367). Wir be- 
zeichnen mit Jacobi 

(4.) yUbl]i+yWidx = [y,s]. 

Um die durch das Integral eingeführte unbestimmte Constante zu fixiren^ soll 
im Folgenden immer sein: 

(5.) 0,»] = 4:'ffi, 



wo 



(5".) 






u dx* 

Sind y und z resp. Integrale der Differentialgleichungen 

so wird nach Gleichung (4.) der Ausdruck [y^z] eine von x unabhän- 
gige Grösse. 

Es werde jetzt vorausgesetzt, dass A? ^19 ••• A^ ganze rationale 
Functionen von x seien. Nennt man alsdann mit Jacobi % die Function von 
cty welche aus Ai erhalten wird, wenn man a für x substituirt, und setzt: 



X — a 



= Pi, 



so ist Pi eine ganze rationale Function von x und a.^ ' 

Vertauscht man die unabhängige Variable x in [jfji, [y]2^ [y^^] ^^^ 
der Variablen a^ und nennt die Functionen, in welche y und z dadurch flber- 
gehen, 9, j, so wollen wir die Resultate resp. mit [9]{''^ Mi''^ IhhY''^ ^^^ 
zeichnen, während im Gegensatz hierzu für die unveränderten Ausdröcke resp. 
die Zeichen [y]i'\ [y]7'\ [y^«]^'^ eintreten. Man hat alsdann nach Jacobi 



[1 i^''^ r 1 n^*) 
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WO 

(6 .) (/ - -/^,+_-_+...+ _. 

eine ganze rationale Function von x und a ist. Setzt man 

(7.) u = :sc^,a-x^, 

80 zeigt Jacobiy dass C^p den Coefficienten von o;'' in dem Ausdrucke 
[x"*"*]i^\ oder auch den Coefficienten von «"* in dem Ausdrucke [a~P~^]{"^ 
darstellt. 

Es seien y .und 3 zwei Integrale resp. der Differentialgleichungen 

(8.) I>r = 0, [jr = 0, 

so ist nach Gleichung (4.) 

^ a r 1 i(«)_ r i i(^> 

Multiplicirt man die erste Gleichung mit j, die zweite mit y und subtrahirt^ 
so erhält man, mit Rücksicht darauf, dass 

r 1 ic«) _ r 1 ic«) 

La — a;Ji L;r — aJi ' 

nach Gleichung (6.) 

2. 

Es gehöre die Differentialgleichung 

(10 [yT = 

zu der Klasse derjenigen, welche ich in früheren Arbeiten dahin charakterisirt 
habe, dass ihre Integrale für einen singulären Punkt a mit einer Potenz von 

x — a und für x=^oo mit einer Potenz von — multiplicirt nicht mehr unend- 

X 

lieh werden. — Sind ai, 02, . . . a^ die singulären Punkte der Differential- 
gleichung (1.) und setzt man 

F{x) = (a?— aj)(a?— a2)...(a?— aj. 
so hat dieselbe alsdann die Form: 

(B.) [yyc^ - i,F,^^,,,,_,,{x).t\x)\f^^ = 0, 

23» 
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WO Fi{x) eine ganze rationale Function des &^®° Grades bedeutet, s. meine 

Abh. Bd. 66 Sieses Journals S. 139. 

Die DifTerentialgleichung 

(2.) Wi'> = 
wird alsdann: 

(c.) [ar=i.(-ir'^{F(._.„,_.,(x).F(xra} = o. 

Entwickelt man die DiiTerentiaiquotienten in dieser Gleichung, so ergiebt sieb, 
dass dieselbe die Form hat: 

(3.) w^) = i, 6v-)(v-i) (^) • J'i^y- ^''' = «. 

wo wiederum Gi,{x) eine ganze rationale Function von x des Ä^^° Grades bedeutet. 

Es gehört daher die Differentialgleichung (C.) ebenfalls zu der er- 
wähnten Klasse von Differentialgleichungen, und sie hat dieselben singulären 
Funkte wie die Differentialgleichung (B.). 

Es sei a einer der singulären Punkte »i, a.>, ... a,,, so ist nach der 
in meiner oben cilirten Abb. S. 147 gegebenen Vorschrift, wenn man in der 
Differentialgleichung (B.) y durch {x—ayu ersetzt, der Coefficient von {x—aYu 
im Resultate der Substitution, für x = a^ die linke Seite der zum singulären 
Punkte a gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialglei- 
chung (B.). Dieselbe lautet also: 



n— 1 



Substituirt man ebenso {x—aYu für z in die Differentialgleichung (C), so ist 
der Coefficient von {x—ayu im Resultate der Substitution, für x = a, 

Dieses ist die zum singulären Punkte a gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (C.) oder (3.). 

Setzt man in derselben 

(4.) 8 = -r-l, 
so verwandelt sie sieb in die Gleichung (D.). 

Es findet also zwischen den zu demselben singulären Punkte gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichungen der Differentialgleichungen (B.) und 
(C.) die Beziehung statt, dass die Wurzeln der einen die entgegengesetzten 
Werthe der um Eins f>ermehrten Wurzeln der anderen sind. 
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Es sei 



ll.) yli - f;,._;)(^,.,^(x)./'\V^, 



so hat die DifferenMalgleichung (B.) wieder die Form: 

(2.) XA.t/'' - 0. 
Setzt man 

so ist Ax eine ganze rationale Function vom Grade p + i,. 
Substituirt man — für j? in -^:, so wird 

(3.) Ax = ,^+x 9 

wo Ci eine ganze rationale Function von u vom Grade j9+^ bedeutet. 

Setzt man den Werlh (3.) in die Differentialgleichung (2.) ein, so wird 
dieselbe: 

(4.; l\C,u-'y''> - 0. 

Sukstiluirt man hierin 

(5.) y = ue, 
wo r eine Reihe der Form 

(6.) V = «.,+-^ + -% + - 



V / 



bedeutet, so erhält man: 

(7.) l\P,u'"*>^"^ = 0, 



WO 



P, = 2:.(-1}'(i + a).r.:r+l)...(r + o-l)6';+. 
und insbesondere: 

P„ = i(-l/r^r+l;...(r+a-l)6V 

Setzt man in (7.) — für u und die Reihe (6.) für €>, so ist die niedrigste 
Potenz von — im Resultate der Substitution die w^«, und zwar ist der Coeffi- 

X 

— j der Werth von P,,«,, für u = 0. Bezeichnet man daher mit 

X ^ 

@^ den Werth von C« für fi = oder den Coefficienten der höchsten Potenz 
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von X m Af^^ so folgl daraus, dass Z',, für w = verschwindet: 



• 



(8.) -S.(-l)V(r+l)...(r4-a-l)(5. = 
als determinirende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (2.) für den 

• 

Punkt x=^oo. 

Die linke Seite der zu x = oo gehörigen detenninirenden Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (2.) wird daher gefunden^ wenn man in (2.) 

\j—j r für y substituirt, den Coef&cienten von c in der transformirten Differen- 
tialgleichung herstellt, denselben mit rr'^'^ multiplicirt und im Resultat a; = oc setzt. 
Substituirt man daher in der Differentialgleichung (2.) voriger Nummer, 
welche gleichbedeutend ist mit: 

(9.) 2,{-\y-'^[A^\ = 0, 

worin der Grad des Coefficlenten von z ebenralls der p^^ ist, 
so erhalt man: 

(10.) Za{-\y-'^Kx^-''\w\ = 0. 



Da Co, C,, ... C^ für a?= cxi oder fi = endlich sind, ferner die Ableitungen 
^ter Ordnung derselben mit x^ multiplicirt noch Null, so ergiebt sich als 
CoefGcient von w in Gleichung (10.) mit x"^^ multiplicirt für x = oq 



-2^a(-l)"np-* + a)(;i-* + a-1)...(;i-H-l)6a. 

Demnach ist die zu x =-- -x, gehörige determinirende Fundamentalgleichung der 
Differentialgleichung (9) : 

(11.) i.(-ir'(p-*fa)i/;-« + a-i)...(/>-5 + l)S. = 0. 

Setzt man hierin 

(12.) p — s^'X^r oder «~;i — r+1, 

00 verwandelt sich dieselbe in die Gleichung (8.) Man hat daher als Ergän- 
zung zu dem Salze am Schlüsse der vorigen Nummer den Satz: 

Ks findet zwischen den zu a: = ex; gehörigen determinirenden Funda- 
manlalgleichungen der Differentialgleichungen (2.) und (9.) die Beziehung statt. 
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dass die Wurzeln der einen aus denen der anderen erhallen werden, wenn 
man die letzteren der Reihe nach von p-\-l subtrahirt. 

Wir wollen im Folgenden DiiTerentialgleichungen, welche zu einander 
in derselben Beziehung stehen wie die Differentialgleichungen (B.) und (C.) 
adjnngirte Differentialgleichungen, die Wurzeln der zu demselben singulfiren 
Punkte oder zum Punkte x = cyo gehörigen delerminireuden Fundamental- 
gleichungen je einer dieser Differentialgleichungen, welche resp. durch die 
Gleichung (4.) voriger Nummer oder Gleichung (12.) dieser Nummer mit ein- 
ander verknüpft sind, adjungirte Wurzeln, endlich die Elemente der zu dem- 
selben singulären Punkte oder zum Punkte er = oo gehörigen Fundamental- 
systemen von Integralen je einer dieser Differentialgleichungen, welche adjun- 
girten Wurzeln als Exponenten entsprechen, adjungirte Elemente nennen. 

4. 

Sind die Coefiicienten der Functionen F„(,^,)(x) in Gleichung (^B.) un- 
bestimmt, so kann man dieselben so wählen, dass sie für die einzelnen singu- 
lären Punkte Ol, a^, ... a^ beliebige vorgeschriebene Werthe annehmen. In 
der That seien *{"\ t^/'\ ... t^ willkürliche Werthe, die F^(^-,)(a:) resp. für 
x = ai, o^, ... a^ erhalten soll^ so kann man: 

(1.) F,,,.,,{x) = F(x)£-^.^^-F{x).E^>'Hx) 

wählen, wo E^^^x) eine unbestimmte ganze rationale Function des Grades 
.a(p— 1) — p bedeutet. 

Setzt man andererseits in Gleichung (D.) für r successive die beliebigen 
aber von einander verschiedenen Werthe r,, n, ... r«, so liefern die so 
gebildeten n linearen Gleichungen mit den Grössen F^_,(a), F2(p_i)(a), ... F^(^_,)(a) 
als Unbekannten für dieselben bestimmte W^erthe, weil die Determinante des 
Systems gleichbedeutend ist mit dem Producte der Differenzen der Grössen 
r, , rj, ... r„ multiplicirt mit einer Potenz von F(a). 

Wenn also in der Differentialgleichung (B.) die Coefficienten F„(„_,)(a;) 
unbestimmt sind, so können sie so gewählt werden, dass die Wurzeln der 
zu den einzelnen singulären Punkten ai, a^, ... «^, gehörigen determinir enden 
Fundamentalgleichungen beliebige torgeschriebene Werthe erhalten. 

Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die sämmllichen Wurzeln der 
zu den einzelnen singulären Punkten Oi, a.>, . . . a^ gehörigen determinirenden 



184 Fuchs, zur Theorie der linearen Di/ferentialgleichnngert . 

Fundamentalgleichungen der Differentialgleichung ( B.) ron einander verschieden 
und in ihrem reellen Theile negativ und absolut kleiner als Eins sind. 

Nach dem Satze am Schlüsse der No. 2 sind alsdann auch die Wurzeln 
der zu den einzelnen singulären Punkten ai. a>. ... a„ gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen der adjungirten Differentialgleichung (C.) 
ron einander rersckieden nnd in ihrem reellen Theile negativ und absolut 
kleiner als Eins. 

O. 

Wir >vollen zeigen, dass es ausserdem möglich ist^ die Coefficienten 
der Functionen F^^^^i^{x) so zu bestimmen, dass für jede der zu jt = oo ge- 
hörigen determinirenden Fundamentalgleichungen sowohl der Differentialglei- 
chung (B.^ als ihrer adjungirten die Wurzeln von einander verschieden und 
in ihrem reellen Theile positiv und grösser als Eins sind. 

In der That ist in der Gleichung (^1.) voriger Nummer E^"^{x) unbe- 
stimmt geblieben. Der Grad dieser ganzen rationalen Function wird durch 
die Zahl: 

angegeben ^ welche für p ;>> 1 . u ^> 1 nicht negativ ist. Der Coefficient 
der höchsten Potenz von x in F«(„«i)(x) stimmt daher nach Gleichung (1.) 
voriger Nummer mit dem Coefficienten der höchsten Potenz von x in 
E^"\x) flberein. wenn ifr>l. Man kann demnach 6,,, Si, ß?. ... S„_2 
beliebig wählen, während nach Gleichung il.^ voriger Nummer 

i ^. = 1. 

KoKoiohnel man mit r,,, r,>, ... r.^ die Wurzeln der zum singulären Punkte 
a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(H.), 80 ist nach Gleichung v*'.^ Xo. 2: 

fj'' . , n,n-\) 

t\a,) ' ^ •* ' •* • • •"• ' 2 
llUo 

WO ^'r die Summe sdmmtlicher Wurzeln der zu den verschiedenen singulären 
INuiklon if|« iJm ... a. gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen 
dor Diirorenlialgloiohung \ß:) bedeutet. 
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Bezeichnen wir andererseits mit a^^ (Tj, ... a. die Wurzeln der zum 
Punkte aT=oo gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, so ist nach 
Gleichung (8.) No. 3 

(3.) !iC!^_g^_^ ^ ^Lo,, 

Aus den Gleichungen (2.) und (3.) folgt: 

(4.) k.o^ = -^;+(p-l)<!Lzl) . 

Nun sieht man, ahnlich wie in vor. Nummer, dass die Grössen 6o, 6^, ... S„-.i 
in Gleichung (8.) No. 3 so bestimmt werden können, dass diesen n beliebige 
von einander verschiedene Werthe. a,, cTj, ... a. genügen. Demnach können 
die Grössen a,, (jj, ... a„ beliebig gewählt werden, wenn sie nur verschieden 
sind und der Gleichung (4.) genügen. 
Es sei 

(5.) r7^ = l+Äfl, a = l, 2, ... w— 1 

von der Beschaffenheit, dass, wenn y^, der reelle Theil von k^ ist, 

(6.) p-\>ya>0. 

Ist femer r irgend eine Wurzel einer zu einem singulären Punkte a gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung, und setzen wir: 

(7.) r = ~l+f, 

so ist nach unserer Voraussetzung in vor. Nummer der reelle Theil t von t 
positiv und kleiner als Eins. Nach Gleichung (4.) ist 

(8.) a, = l+^(p-l)+ '^^"^^^;^^^ -^/-~!zUa. 
Wir bestimmen nun die Grössen l und &i, &2, ... ä«_i so, dass 

(9.) «(p-l) + ((>-l)^^^^>:S-r+!z^ . 

Diese Ungleichung ist immer erfüllbar, wenn p > 1 ist. Es ergiebt sich 
alsdann auch 

(10.) (7, = l+ft„, 

WO der reelle Theil x^ von k„ der Bedingung genügt 

(6'.) ;,~l>;f,>0. 

Aus den Ungleichungen (6.) und (6''.) folgt mit Hülfe des Salzes am Schlüsse 
der No. 3, dass auch die Wurzeln der zm x =^ ^ gehörigen determinirenden 
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FundamenlalgleichuDg der zur Gleicbang (B.) adjungirten Differenkialgleicbaog 
(C.) in ihrem reellen Theile positiv und grösser als Eins sind. 

Wir wollen jedoch im Folgenden nur voraussetzen, dass für jede der 
beiden zu x = oo gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen der Diffe- 
rentialgleichung (B.) und ihrer adjungirten die Wurzeln tmtereinander ver- 
schieden sind. 

6. 

Für die Differentialgleichung (B.) ist der Ausdruck Hi in No. 1 
Gleichung (5".) 

(1.) H, = ^£{-i)Y''^^''-^lPi.--i^^^^^ 

Es sei y ein Integral der Differentialgleichung (B.), so ist in der Umgebung 
eines singulären Punktes a^ dessen zugehörige determinirende Fundamental- 
gleichung die Wurzeln ri, n, ... r^ hat, 

(2.) y = iMx-opÄVx), 

wo Kf,(^x) nach positiven ganzen Potenzen von x—a fortschreitende Reihen 

bedeuten (s. meine Abb. B. 66 dieses Journals S. 139 ff.). 

Setzt man 

I 

X — a ' 

WO a von a verschieden, so ist in der Umgebung von a 
wo .Y,(x) wie Kt(^x) beschaffen ist. — Andererseits ist: 

I 

wo li^{x) wie A'i(x) beschaffen ist. Aus den Gleichungen (3.) und (4.) folgt: 

wo V'ilJ^^ wio A\^Jp) beschaffen ist. 

Nach den in No. 4 gemachten Voraussetzungen ist demnach Hi fOr 
•r a NulU folglich auch nach No. 1 

(6.) [y, _ J^^ = (« von a verschieden). 
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Setzt man in der Differentialgleichung (C.) a für x und bezeichnet ein Inte- 
gral dieser Differentialgleichung mit j, so findet man ebenso, vermittelst des 
zweiten Ausdrucks für H^ in Gleichung (5''.) No. 1, und mit Rücksicht auf 
die Voraussetzungen in No. 4: 

-— — , j I =0 (x von a verschieden.) 

7. 

Nimmt man in meiner Abhandlung Bd. 75 dieses Journals S. 177 fär 
jSi, JS2) ... ^M+i die singulären Punkte der Differentialgleichung (B.)^ so zer- 
fällt die ar-Ebene durch den Absonderungsschnitt in zwei Gebiete Gi und 62? 
wovon Gl den Unendlichkeitspunkt enthält. Wir haben daselbst gezeigt, wie 
man innerhalb eines jeden dieser Gebiete gültige Darstellungen der Integrale 
herstellen und den Uebergang aus dem einen Gebiete in das andere voll- 
führen kann. Die singulären Punkte ai, Gj^ ... a^ seien so bezeichnet, dass 
sie beim Fortschreiten längs des Absonderungsschnittes innerhalb Gi in der 
eben angegebenen Reihenfolge aufeinander folgen. Wir ziehen innerhalb Gi 
einen beliebigen Querschnitt von oc bis »i, welcher weder sich selbst noch 
die Absonderungscurve in einem Punkte ausser »i schneidet^ und setzen fest, 
dass innerhalb Gi vorzunehmende Integrationen diesen Querschnitt nicht 
überschreiten. 

Für den Fall, dass die Wurzeln der zu a; = 00 gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen der Differentialgleichungen (B.) und (C.) 
in ihrem reellen Theile grösser sind als die positive Einheit (s. No. 5), soll 
im Folgenden der Punkt x = ^ als Punkt a^ den singulären Punkten ange- 
reiht werden. 

Sind y und j respective Integrale der Differentialgleichungen (B.) und 
(C), und zwar letzterer, nachdem in derselben die Variable x mit a ver- 
tauscht worden, so ist nach Gleichung (A.): 

Bedeutet nunmehr, wie in meiner oben citirten Abhandlung Bd. 75 S. 21?, 
(, den Theil des Absonderungsschnittes zwischen a^ und ag+i, ferner 4 den 
Querschnitt, und integriren wir die Gleichung (1.) in Bezug auf x von a^ bis 
^/4+i längs t^ und in Bezug auf a von Oy bis a^^i längs /»,, beidemal inner- 

24 * 
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halb Gl, so ist, wenn r ^ u 

|(v) 



/-V"'^'*«^[».ji-J 



(8-) 



"l. 



(3.) 



= y '""'^'''^ I [^' äiiir [^' jrj ' 



da die Integrationswege von a und x sich nicht schneiden. 

Nach Gleichung (6.) und (7.) voriger'Nummer verschwinden die rechten 
Seiten der Gleichungen (2.) und (3.) Man hat daher: 

(4.) / ^^dxj "^^^da.Uy^ = 0, u^y^ 

die Integrale in dem oben angegebenen Sinne erstreckt. 

Die Integrale in (4.) können auch ersetzt werden durch Integrale er- 
streckt längs des inneren Randes des der Absonderungscurve entsprechenden 
Kreises E (s. meine Abh. Bd. 75 S. 203 ff.), indem man fär x und a die 
rationalen Substitutionen in w macht und für y und j die nach Potenzen von 
fv fortschreitenden Reihen substituirt. 

8. 
Wir untersuchen jetzt: 

",u "/<+! 

die Integrale wieder erstreckt innerhalb G^ resp. längs l^ und /^^i, oder auch, 
wenn man x und a als rationale Functionen von w darstellt, längs den ent- 
sprechenden Abschnitten k^ und ^^^i des inneren Randes von E. Wenn der 
Funkt 07 = 00 als Ou einzufahren ist, so soll die Integration längs der Seite 
von /„ ausgeführt werden, von welcher aus man vom Treffpunkte von 4 mit 
dem Absonderungsschnitte längs des letzteren zum Funkte ch gelangt, ohne 
vorher einen anderen singulären Funkt passirt zu haben. 

Das Integral P^^^ hat einen endlichen Werlh. Denn es werden zwar 
t/ und g für die Grenzen der Integrale unendlich. Bezeichnet aber a eine 
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dieser Grenzen^ so sind dieselben mit Potenzen resp. (ar— a)% (a — a)^^ deren 
Exponenten in ihren reellen Theilen positiv und kleiner als Eins, multiplicirt 
für X = a nicht mehr unendlich. Dasselbe gilt fär den singulären Punkt Oi,. 
Es seien a' und b' zwei Punkte resp. von /^ und /^^.i, welche beide 
der Umgebung von a^^i angehören. Die Umgebung wird, wie immer in 
meinen Abhandlungen, dadurch bestimmt, dass daselbst für die zu a^^i ge- 
hörigen Fundamentalsysteme von Integralen der Differentialgleichungen (B.) 
und (C.) die nach Potenzen von x — a^^^i und a — a^+i fortschreitenden Reihen 
gültig sind (s. meine Abb. Bd. 66 dieses Journals S. 122). Es ist alsdann: 

dxj daUyi+J dxj daUy^ 

die Integrale auf denselben Wegen erstreckt wie in Gleichung (1.). 

Nennen wir G\ die durch den Querschnitt /„ zerschnittene Fläche Gi, 
und integriren die Gleichung (1.) voriger Nummer innerhalb ffi in Bezug auf 
X von a bis a% in Bezug auf a von h bis a.^ wo a und 6 zwei von einander 
verschiedene singulare Punkte sind, x und a willkürliche aber von einander 
verschiedene Werthe bedeuten, und nehmen beide Wege der Integration so, 
dass sie sich nicht schneiden, so erhält man mit Hülfe der Gleichungen (6.) 
und (7.) No. 6: 

(3) [»/■Ä]'"-[/'Äd'" =/'<'/"*■''"■ 

6 a ah 

Hiernach ist 



°tA-\-l . V-H* V 



(4, u-ä.f-'ä.ün = -[,,/j^]::v[/'^,o;:> 

Addirt man die Gleichungen (2.) und (4.), so folgt 

n' rt^^i o^^-i «^4-1 
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Sind 'i und & zwei Punkte resp. auf /„ und /^^.i, der erstere zwischen a' und 
Ä^+i9 der letztere zwischen h' und a^.^i, so ist 

(6.) /"''^'dxf^'daUy}^ = WmJ'dxJ'dotUyi, 

die Integrale längs /^ und l^^y erstreckt, wenn ^ und & in a^^.| hineinrücken. 
Nun folgt durch Integration der Gleichung (1.) No. 7: 

also * 

Ans den Gleichangen (5.), (6.), (8.) folgt: 

für ^' = Ä^,ji, &=:a^^i. 

9. 

Es sei i;i, 7229 ••• ^Z» das zum Punkte o: = oc gehörige Fundamental- 
System von Integralen der Differentialgleichung (B.)? dessen Entwickelung ich 
in meiner Arbeit dieses Journal Bd. 75, S. 205 ff. innerhalb Gi gegeben habe; 
?i9 ?2? • • • 'in das entsprechende Fundamentalsystem von Integralen der Diffe- 
rentialgleichung (C), derart dass tj^ und c^ adjungirte Integrale darstellen. 
Ferner bedeute tj^^, ri^^^ ... /?,^ das zum singulären Punkte a^^j gehörige 
Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (B.), ^1^^ ^2^, ... 'Q^^ 
das zu demselben singulären Punkte gehörige Fundamentalsystem von In- 
tegralen der Differentialgleichung (C). (lieber die Definition dieser Integrale 
s. meine Arbeiten Bd. 66, S. 139 u. Bd. 68, S. 364). — Man hat alsdann 

die Gleichungen: 

it 

(10 i. _ . 
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In meiner Abhandlung Bd. 75, S. 210 ff. habe ich gezeigt, wie die Grössen 
64c, c^c zu berechnen sind. 

Setzt man in Gleichung (9.) voriger Nummer y=^/A und j = j/, wo 
j/ aus c/ durch Vertauschung von a mit x erhalten wird, und bezeichnet mit 
g^4 die aus c^^ durch Verlauschung von x mil a hervorgehende Function, 
so folgt: 

für I = a^^i , I? = ö^+i . 

Die Grössen c lassen sich durch die Grössen b vermittelst eines Systems 
linearer Gleichungen berechnen, wie nunmehr gezeigt werden soll. 

10. 

Es sei a einer der singulären Punkte Ö1, 02, ... a^; /i, /*», ... /*« das 
ihm zugehörige Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (B.), 
gi'i 92 'i ••' 9n das zu demselben singulären Punkte gehörige Fundamentalsystem 
von Integralen der Differentialgleichung (C), derart, dass f^ und g^ adjungirte 
Integrale bedeuten, endlich seien fi, ra, ... r» resp. die Exponenten, zu 
welchen /;, /i, ... f^ gehören. Es ist alsdann (s. meine Abb. Bd. 66, S. 139ff.), 
in der Umgebung von a 

(1.) /; = {x^ara.^,{x) 

und nach dem Satze am Schlüsse der No. 2 

(1".) 9a = (x^ar''"-^.rp,{x), 
wo (pa(x) und tpa{x) nach positiven ganzen Potenzen von x—a fortschreitende 
Reihen und (pa{o)^ sowie if\{a) von Null verschieden sind. 
Setzt man 

(2.) [r,,9*] = -SiHi 
so ist nach Gleichung (5".) No. 1 

Ans den Gleichungen (1.) und (1".) folgt, dass in der Umgebung von a: 
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WO (Pa{x) und ipi{x) nach positiven ganzen Potenzen von x—a fortschreitende 
Reihen bedeuten. Demnach hat H'i die Form: 

(4.) m = (x-^aY^-KX,{x), 

wo Xi{x) eine nach positiven ganzen Potenzen von x—a fortschreitende Reihe 
ist. Demnach ist in der Umgebung von a auch: 

(5.) Ifa.g,] ^ ix-ay<^-KX{x) 

wo X{x) einewfe Xi{x) beschaffene Reihe ist. 

Nun ist nach No. 1 die linke Seite der Gleichung (5.) eine von x 
unabhängige Grösse. Dieselbe hat einen endlichen Werth, weil der Werth 
von [fa^ffb] für von den singulären Punkten verschiedene Werthe von x 
endlich ist. 

Für a ^ b ist nach den Voraussetzungen der No. 4 r^ von r^ ver- 
schieden, es mössen daher die sämmtlichen Coefficienten der Reihe X{x) 
verschwinden, d. h. es ist 

(G.) [fa.gt] = für Q.^b. 
Ist dagegen a = S, d. h. r^^Vi,^ so müssen alle Coefficienten der Reihe X{x) 
bis auf den ersten verschwinden, und man erhält 

(6.) Ifa^ga] = X{a). 

Nun aber ist 

Xia) = IxX.ia) 
und für a = b 



oder 



X,{a) = ya(a)V'a(«)^Vi)(o-i)(a).F'(ar^[r,(r,--l).,.(^^ 



demnach 

Bezeichnen wir die linke Seite der zu a gehörigen delerminirenden Fun- 
damentalgleichung der Differentialgleichung (B.), Gleichung (D.), mit Dir) 
und ihre Ableitung nach r mit D'(r\ so folgt: 

X{a) = (Pa{a)yj,{a),D\r,\ 
Es ist demnach 

(7.) lfa,9a\ = r/),(a)V^,(a)/)'(r,). 
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Da nach den Voranssetzungen der No. 4 die Gleichung (D.) keine gleichen 
Wurzein hat, so ist D'{r^) von Null verschieden. Demnach ist der Ausdruck 
in Gleichung (7.) ebenfalls • von Null verschieden. Wir bestimmen die will- 
kärlichen constanten Factoren von ^ und g^ so, dass 

(8.) <p,{a)%{a).D\r,) = 1, 
alsdann ist: 

(H.) [/a,<ya] = 1. 

11. 

' Für die zum Punkte x = oo gehörige determinirende Fundamentalglei- 
chung der Differentialgleichung (B.), Gleichung (8.), No. 3, ist nach No. 5 
nur vorausgesetzt, dass die Wurzeln derselben unter einander verschieden 
sind. Es ist hiernach nicht ausgeschlossen, dass sich zwei derselben nur um 
ganze Zahlen von einander unterscheiden, also die Integrale t/i, 172, ... rjn 
der No. 9 in ihren für die Umgebung von x=^oo gültigen Entwickelungen Lo- 
garithmen enthalten (s. meine Abb. Bd. 66, S. 157,- Bd. 68, S. 364 ff.). Es 
seien ai, aj, ... a^ die Wurzeln der Gleichung (8.) No. 3, und es gehöre 
7]^ zur Wurzel a^ als Exponenten, so gehört nach dem Satze am Schlüsse 
der No. 3 das Element ^^ des adjungirten Fundamentalsystems in No. 9 zum 
Exponenten p+1— a^, und man hat in der Umgebung von x = oq 

Va = (—)\G^{x), 

wo 6,(a;) und H^^ix) wie F beschaffene Functionen sind (s. meine Abb. 
Bd. 66, S. 155). 

Wie in voriger Nummer ergiebt sich: 

WO G'a{x) und H^{x) wie F beschaffene Functionen bedeuten, und es ergiebt 
sich wie dort: 

1 V^c-^h 



(2.) [^.,?*] = Q .Ä"(a^), 



WO K\x) ebenfalls eine wie F beschaffene Function ist. Wie dort folgt 
auch, dass der Ausdruck linker Hand in dieser Gleichung einer nicht unend- 
lichen Constanten gleich ist. 
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Ist daher a^B, also a^ und a^ von einander, verschieden, so muss 
K\x) identisch verschwinden, demnach 

(3.) [i?a,^J = 0, a^b. 

Für a = B setzen wir : 

(4.) [Va^^a] = ß«9 a=l, 2, .. . « 
und werden zeigen, dass e^ von Null verschieden ist. 



12. 
Nach No. 9 Gleichung (1.) ist: 

H 

(1.) { ^ a = 1, 2, . . . «. 

1 '^ 

Hieraus folgt: 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (G.), (H.) und die Gleichungen (3.) und 
(4.) voriger Nummer ergiebt sich hieraus: 

d = 1, 2, . . . ;^^ 
b = 1, 2, ... n^ 

n 

2ib^iC^i = Cfl, a = l, 2, ... w. 



(2.) 



^ihiCti = 0, 



6, 



Gesetzt, dass für irgend einen Werth von a , a = r^ 6^ = wäre , so hätte 
man die Gleichungen: 

n 

^ibyiCf^i = 0, b = 1, 2, ... 11. 

Dieselben repräsentiren n lineare Gleichungen mit den n Unbekannten 6^1 , 
6^2 9 • • • Kn • Die Determinante derselben 



Cii Ci2 
C21 C22 



'In 



C2, 



Cnl ^ia 



... 



kann nicht verschwinden, weil ^1, ^29 ••• ^n ein Fundamentalsystem ist und 
daher ^»^ eine wohlbestimmte lineare homogene Function mit constanten Coeffi- 
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cienten von ^i, ^2^ .. C« ist (s. meine Abb. Bd. 66, S. 128). Es mfissten 
demnacb 6^1, 6^^, ... by^ Null sein, folglich auch ri^ identisch verschwinden, 
was gegen unsere Voraussetzung ist. 

Da hiermit erwiesen ist, dass die sämmtlicben Grössen e^ von Null 
verschieden sind, so kann man die in ri^^ ^^ enthaltenen willkflrlicben Factoren 

so bestimmen, dass 

(3.) e, = 1 
wird. 

Die n^ Gleichungen: 

i ^ . ^ a = 1, 2, . . . ;«, ^r 

/¥ \ y * ^ — 1, Ä, . . . /f, 

(^•6fl,Ca, = 1, a = l, 2, ... ^ 

gestatten die Grössen c durch die Grössen b auszudrflchen , da die Deter- 
minante : 

Oll bi2 • • . frln 
621 fr 22 ... 02/1 

fr/ti b^i . . . bf^^ 

nicht verschwindet, weil die Integrale 7^ ein Fundamentalsyslem bilden und 
demgemäss die Integrale 7y,^ wohlbestimmte lineare homogene Functionen mit 
Constanten Coefficienten von ?;i, rii^ ... ^« sind. 

13. 

Um den Ausdruck für P["^ aus Gleichung (F.) weiter zu berechnen, 
bezeichnen wir zur Abkürzung o^^i mit a, und irgend zwei Elemente der 
beiden Systeme ri^^y ^.^ niit y, Zy so wie mit 5 die aus a durch Ver- 
tauschung von X mit a hervorgehende Function, endlich mit r^ und — »rj— 1 die 
Exponenten, zu welchen resp. y und z gehören. Man kann alsdann in der 
Umgebung von a setzen: 

wo (p{x) und !//(«) nach ganzen positiven Potenzen resp. von x—a und a— a 
fortschreitende Reihen und ^, g^ Constanten bedeuten. • Es ist alsdann 

25* 
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WO 



A = [(x-«)%y ,j, H , 






c = [,>_„,..4w,/'^;^i^'*.]";', 

Setzen wir nun 

(3.) [(.-«,- ^*i^^pi..j;- = 4-,!,:, 

wo ß und / positive ganze Zahlen oder NoU bedeaten, so folgt aas No. 1 
Gleichong (5.) and (5°.), and Gleichung (3.) No. 2: 

Nun ist 

wo G\x) eine ganze rationale Function von x bedeutet. Femer ist: 

Daher ist, weil — Tj— 1 in seinem reellen Tbeile >>--l ist, 



far keinen Werth von S^ nnendlicb. 

Ist nun /j>*0, so ist fj+Z^ in seinem reellen Theile positiv, folglich 

(|_ar.-''---^*'^^^' = für | = «. 
Ist y>0, so ist 
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für ^=a nicht unendlich, und folglich weil der reelle Theil von rj>— 1 Ist, 

(,-- aT^ß^'-' f (." 7J:;~'^^ rf« = für S = a. 



Demnach ist 

Äi'=0 für § = a, wenn a>0 oder /3>0 
und folglich : 

(5.) lini[(a?-flX'+'^, /' ^"""x^lT'^^ daj^^ = für S=a a>0 oder /i>0. 

vT 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass fQr | = a 

5 = 0, C = 0, jD = 0, 

also: 

Setzt man wieder 

und 

wo G"(x) eine ganze rationale Function von x bedeutet, so ist: 

(8.) Hi'> = Hr+m% 

wo 

( Ä^ = (-l)^-'G(.-a)(,-,)(«).FV)\ä'a(r.+i),.o!(Ä-a-l)!(x-ar-+^-/*'-g^'rfa, 

• JÄf ^ (-iy-'|.(Ä-a-l)!^[G»(x-a)^-+^+']></^'^:Srf«. 
indem wir, wie es vielfach geschieht, zur Abkürzung: 

1. .6. O.. .111 = 1711. ^ i = t- 

' m! "• 

setzen. . 

Nun ist wie oben zu ersehen, dass 

HP = für x = a, 
und es folgt: 

(L,) lim[(ar^a)% /''^^LlZ^^^^^ für x = fl. 
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Hieraus ist ersichtlich, dass zur Berechnung des Grenzwerthes auf der linken 
Seite der Gleichung (K.) oder (L.) an Stelle der Differentialgleichnng (C.) 
die einfachere Differentialgleichung: 

ZU Grunde zu legen ist. 

Ebenso ergiebt sich 

und dass bei der Berechnung des Grenzwerthes rechterhand wiederum an 
Stelle der Differentialgleichung (C.) die Differentialgleichung (C.) zugrunde 
zu legen ist, 

14. 

Da an die Stelle der Gleichung (C.) die Gleichung (C) getreten ist, 
so tritt an die Stelle der zu (C.) adjungirten (B.) die folgende: 

(B'O i.F(,_.)(._„(a)F'(a)\(x-arg = 0. 

Es ist leicht zu ersehen, dass (C.) und (B'.) einander adjungirte Differential- 
gleichungen sind. 

In diesem Falle wird die Function U in No. 1 Gleichung (6^*) Null, und 
es ist nach Gleichung (A.): 

Integrirt man diese Gleichung in Beziehung auf x von a bis ^ und in Be- 
ziehung auf a von & bis b\ indem man die in No. 8 fixirten Integrations- 
wege beibehalt, so folgt: 

Nach den Gleichungen (K.) und (K'.) ist: 



^ «• 
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Demnach ist nach Gleichung (2.): 

Setzt man daher: 

(5.) iW,=(-iy-'G(..,,(,..,(a).F(a)^Sa(^-a-l)!(rx+^).a!(a'-ar-+^y*'^Krf«^ 



a 



(5-.) M;,=(-iy-%,.,,^^.,,{a).Fia/^,{r,-.l-a-ih^^^^^^ 

a' 



für « = 6', 

so ist nach No. 1 Gleichung (5°.) 

15. 
Durch Reduction erhält man 

M, = gc,-,K.-.) («) • F* {af (-1 )^-' (a- a)-+' S' 21. ^^''[fl'^^y'' 

+ G(.-.,(,-o («) . F' («)' (-1 )^-' (a- ap-^' ^sl 53. (r.)/*'^^^«— rf«. 



(N.) 



a 



wo 



(1.) 53. = i.V-p)I(^-C).(r.+A),_,(p-l)!, 



(2.) 21. = 'i/s.+, ^''•~''^' 



-• -"'+' (1-+«),.^ 



und 



(N'.) ^1^ Qa-o; 

+ <?(._,„,_,) (a) F (o)^ (- 1 )^-' (6'- o)-'' y. 53; . {r.xf'^^^f^ dx, 

WO 

(3.) 93; = 'T/ (y+Q)n^{r,+X-u-(f-l),_^_^_,.{X-fi-Q-i)l, 

(4.) K = "irsu.-!^. 



'i »* ar T.^i^.r-^ UT ingfir'79 l^for^rtti^CfUirkmmgeH. 



:i 






1. 'V 9 ^ 



nstiL üers ör ? ::gfgfa T ^7*21 ms ^^mtsams 1. Tor. XoDDer, so ist : 



W r. • . • 



^«ca -«nKT NK^mes ZLc?sicstft kt BttwayrR gStkat ea folgt hieraus 















'4, 









4 
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Setzt man ebenso: 

(11.) (K.^Uo = '^i, 

so ist Dach Gleichung (4.) voriger Nammer: 

(12.) »[ = S©:(r.)., 
und ergiebt sich wie vorhin: 

(13.) &'^ = MjlzzLSrtl, 



r,-rt 



Demnach ist: 



Setzt man 



(14.) »i = 9',. 



17. 



(1) j"^' = AC*-»»"^). 

t 35, = y,(r,), 



r.—v 



SO folgt: 

Setzt man in dieser Gleichung: 

rj = V, 
so folgt: 

(3.) <;p,(r,) = fr(ri,v). 

Aus den Gleichungen (2.) und (3.) ergiebt sich: 

v4 1 

Es sei ferner: 

1 ©r = Vr(»'j), 

SO folgt: 

(6-) 'f^f'r+i(r„ri)-fy{rt,r,) = -yU»"»)- 

Setzt man 

r, = r, 
so folgt: 

(7.) <pUr,) =n{y,r,) 
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und demnach: 

(8.) A^i(rnr,) = ^[fl(r,,r,)-f:(y,r,)l 

Es sei nunmehr f{r) eine beliebige ganze rationale Funclion von r, fXr) ihre 
Ableitung, und man setze: 

(9.) ^^^^^ = F(r., r,). 

' 1 '2 

Ist k eine beliebige ganze Zahl, so ergiebt sich 

(10.) f{r) = /«(Ä) + (r-Ä)A&) + (r-&)>(r), 
wo ip(r) eine ganze rationale Function von r bedeutet. Man erhalt: 

(1 1 .) F{r,' r,) = Cr. - rj r(A) + (r. - /r)Xr,) - (r,^ fe)Xr,) 

also: 

F('-.,r.)-F(r^ __ (r,^fe)v;(r,)-^(r,^AOt/;(r,) 



\^^') 


r,-k r,-r.^ 


(13.) 


f (r.,r,)-F(A-,rJ (r,-*) V»(r,)- (r.-AO.Kr,) 


Demnach ist: 




( 


in FCr„r,)-FCr.,ft) _ FCr„r,)-F(A,r,) 



^ *^ Tj — & r^ — k 

Haben nun /yCn, r^) und flir^^r'^ für irgend einen Werth von i^ die Form 
der Function F(ri, rj) (Gleichung (9.)), so folgt aus den Gleichungen: (4.), 
(8.), (12.), (13.), dass sie für jeden Werth von v dieselbe Form haben. Sind 
die Functionen fy(ri^r2\ /v(ri, r.) gleichzeitig für jenen Werth von r identisch, 
so sind sie nach den Gleichungen (4.), (8.), (14.) für jeden Werth von v 
identisch. 

Nun haben nach den Gleichungen (10.) und (13.) voriger Nummer 
^(^I, ''2), fU^i-^r^) die Form der Function F{ri^r2) (Gleichung (9.)), und sie 
sind nach Gleichung (14.) voriger Nummer identisch. 

Demnach ist /Wr Jeden Werth von v 

(0.) 21, = %. 

18. 

Aus den Gleichungen (N.), (N'.), (0.) und den Gleichungen: (10.), (13.), 
(14.) der No. 16 folgt: 
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iM,+M, = (-1 )^-'g(..-;)(,-.) («) . F'iay. [ ^' ^'l^ -^' '^"'^ ] 



fl a' 



Bezeichnen wir mit E(r) die linke Seile der zu a gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (C.)? so ist: 

(2.) E{r) = G„,,.,)(a)+i,C,._,,,,_,)(a).FXfl)V(r 

Nach No. 2 ist 

(3.) £(-r,^l) = 0, a = 1, 2, . . . «, 

wenn ri, rj, ... r„ die Wurzeln der zum singulären Punkte a gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung der Differenlialgleichung (B.) bedeuten. 
Ferner ist: 



(4.) E(-r-l) = G,,,._,)(a)-i,(-l/-^Gc,.;,(_,,(a).na)'./'x(ra). 



Ist daher r^ von rj verschieden, und setzt man in dieser Gleichung für a 
successive 1 und 2, und dividirt die Differenz der beiden entstandenen 
Gleichungen durch ri'-r2^ so folgt aus Gleichung (3.): 

(5.) i, (-1 )^- G,._,,(,_., (o) F'iaf ♦ ^^ ^'l^lf ^ ^ = 0. 

Es ergiebt sich demnach aus der Gleichung (M.) und den Gleichuijgen (1.) 
und (5.) : 

(P.) limqr^*'^ = (rj von r. verschieden). 

Ist ri = r2^ so ist: 

. £C--r,-1) - £(-r,- i) _ , . 

WO -E'(r) die Ableitung von Eir) bedeutet. Bezeichnet man wie in No. 10 
mit D(;r) die linke Seite der Gleichung (D.), so folgt aus No. 2, dass 

(7.) E'(-ri-I) = (-l)-'./>V.), 
und es ergeben die Gleichungen: (1.), (4.), (6.), (7.) und die Glei- 
chung (>I.): 

lim 9^."> ^= (-1 r%g„.D'{r,) j( «'- ay '+'/"' ^J^ da + (b'-ar/"^^ dx\ , 

a a' 

oder wenn man in Uebereinslimmung mit Gleichung (8.) No. 10 die will- 
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Uärlicben Grössen ^, g» so bestimmt, dass 

r„-9o-D'ir,) = 1, 

(Q.) lim qO'^ = (- 1 )-' \{a'- o)'.+/*'i£^ri da-^-ib'-ar/'^^ d*} • 

19. 

In der Gleichung (Q.) ist gemäss No. 13 a fOr a^^i gesetzt. Nach 
den in No. 8 und 14 gemachten Festsetzungen sind die Integrale in derselben 
Gleichung innerhalb Gi , das erslere längs /^^.i , das letztere längs l^ zu er- 
strecken. Der Integrationsweg des ersteren fährt also nicht durch a!y der des 
letzteren nicht durch b\ die Integrale haben demnach endliche Werthe. Diese 
Werthe bleiben ungeändert, wenn man für die genannten Integrationswege 
beliebige andere substituirt, die mit den ersteren Flächen einschliessen, welche 
resp. a' und b' nicht enthalten. 

Substituirt man im ersten Integrale: 

(1.) a — a = (a'— a)fi, 
so ist 

a 

Substituirt man im zweiten Integrale 

(3.) x-a = — jp-, 
so ergiebt sich 

«* — a 

Von den Integrationswegen der Integrale in u führt keiner durch den Punkt 
ti = 1 hindurch. Es ist daher 

WO in dem Integrale rechterhand der Integrationsweg ebenfalls den Punkt 
u=:l vermeidet. 

Für reelle Werthe von r^ ist der Werth des Integrals auf der rechten 
Seite der Gleichung (5.) bekannt. Wendet man das bekannte Cauchysche 
Verfahren auf den vorliegenden allgemeinen Fall an, so erhält man zwar den 
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Werlh des Integrals, es macht jedoch die Bestimmung einer Potenz von e 
einige Schwierigkeiten, die im Resultat als Factor auftritt. Deshalb ziehen 
wir es vor, eine directe Berechnung der Summe auf der rechten Seite der 
Gleichung (Q.) eintreten zu lassen: 

Da für den Werlh dieser Summe die Wahl der Werthe a' und b' 
gleichgültig ist, dieselbe auch von vorn herein (s. No. 8) willkürlich war, 
so mögen die Punkte a und b' von a gleichen Abstand haben. Es lassen 
alsdann 

und 



Entwickelungen resp. nach positiven ganzen Potenzen von a—a und x—a zu, 

welche jSp. für a = b' und x = a gültig sind, weil ,"" zwar den Modo! 

jm^ ^ ^ a* — a 

Eins ab^fi^in von Null verschiedenes Argument hat. Setzt man diese Ent- 
wickelungen in die Integrale auf der rechten Seite der Gleichung (Q.), so folgt: 

(6.) {a—aY'-^^/ - — j-^ da = 2^a{—, ) r- ^ 

a* 

Setzt man in der letzteren Gleichung 

0+1 = -b, 
so folgt 

(7.., (.-„-/■i£=^^ = |.(|r^)-._l^. 

Aus den Gleichungen (6.) und (7".) folgt 

(8.) Iim9<^> = (-ir-'iaiö-'''^«.-— *3-, 

—00 ' 1 I •♦ 

wenn man 

6'~a 



= 10 

a' — a 
setzt. 



Bildet man von der Summe die Ableitung nach (ö, so ergiebt sich 

wie es sein muss, da der Werth lim 9^''^ von cD unabhängig sein muss. Man 
kann daher für Co einen beliebigen Werth e^' setzen , wo 9 eine reelle po- 
sitive Grösse ist. 
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Es sei 

/> = n, 
SO crgiebt sich 

(9.) limg^"> = (-Ire-""-. Ja—— • 
Nun ist bckanntlicli : 

(10.) -.-^ = i«^'-^, 

daher 

(R.) limö^'^> = (~1)"g-^^-'» . "^ (ri = rA 

Jetzt sind wir im Stande, den VVerth der rechten Seite der Gleichang 
(F.) anzugeben. 

Sind nämlich r^, ri, ... r^ die Wurzeln der zum singuläf^ Punkte 
ö/i+i gehörige determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(B.), und bezeichnet man die linke Seile dieser Gleichung mit D{r\ ihre Ab- 
leitung nach r mit D\r\ und belässt ?;^, j/, 6^^, c/^ ihre in No. 9 fixirte Be- 
deutung , und bestimmt endlich die willkürlichen Coefßcienten /"ao, g'ao resp. von 
{x — aY<^ in Tjau und von {a — ay^^^ in j^u «'* Uebereinstimmung mit Glei- 
chung (8.) No. lOj so dass 

(11-) f^,-9.u-D'ir-,) = 1, 
so orgobon die Gleichungen (P.) und (R.):. 

(S.) /"'' 'dT/""^' da Uf;,i, = (-1 )-. n . i. 6,. . c,. -C^ • 

"/l «li + l 

Mit dieser Gleichung stellen wir die Gleichung (4.) No. 7 zusammen: 




*'lt «1- 



In Bezug auf das Integral (8.) gilt dasselbe, was am Schluss der Nummer (7.) 
in Beireff des Integrals T bemerkt wurde. 

20. 

Die in No. 4 gemachten Einschränkungen für den Werlhbereich der 
Wurzeln der zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen determi- 
nirenden Fundamentalgleichungen haben im Wesentlichen den Zweck, dass 
die Integrale (S.) und (T.) endliche Werthe annehmen. 

Letzteres ist nAmlich im x\llgemeinen nur dann der ^all, wenn rj^, ^i 
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für jeden der in den Inlegrationsgrenzen auftretenden singuluren Punkte a, 
resp. mit x — a und a — o^ raulliplicirt nicht unendlich werden. Da sich nun 
Vky ii als lineare homogene Functionen der zu a gehörigen Fundamentalsysteme 
resp. der Differentialgleichungen (B.) und (C.) — letzterer nach Vertauschung 
von X mit « — darstellen lassen, so ergiebt sich, dass im Allgemeinen auch 
die reellen Theile der Exponenten, zu welchen die Elemente sowohl des 
einen als des anderen dieser Fundamentalsysteme »gehören, grösser als die 
negative Einheit sein müssen. Letztere Bedingung ist aber ihrerseits nach 
dem Satze am Schlüsse der No. 2 im Allgemeinen nur dann erffilll, wenn 
die Bestimmungen der No. 4 über diese Exponenten statthaben. 

In besonderen Fällen jedoch kann es sich ereignen, dass die reellen 
Theile der Wurzeln der zu den einzelnen singulären Punkten gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen sowohl der Differentialgleichung (B.) als 
der adjungirlen (C.) grösser als die negative Einheit sind, ohne dass die Be- 
stimmungen der No. 4 erfüllt sind. 

Es seien z. B. in der Differentialgleichung 

(1.) (Pi,{x)y^(f,{x)y'-\-(p2{x)if+^^'^(Pn{x)y^''^ = 

die Coefficienten yo(a:), yi(x), ... cpnix) ganze rationale Functionen, und 
zwar sei 

(fiix) vom Grade /;+^. 
Die Wurzeln der Gleichung 

(2.) (p^{x) = 

öl, «2, ... Op+n seien alle von einander verschieden. Ist a eine derselben, 
also ein singularer Punkt der Differentialgleichung (1.), so ist die zu ihm ge- 
hörige determinirende Fundamentalgleichung derselben: 

(3.) (/):(a)r(r-l)...(r-w4-1)-f (p„-i(/0Kr-1)...(r-n + 2) = 

(s. meine Abb. Bd. 66 S. 147). 

Die Wurzeln derselben sind: 

(4.) 0, 1, 2, . . . n-2 und ;?-l- '^"7'^^^ - 
Die zur Differentialgleichung (1.) adjungirte Differentialgleichung lautet: 

(5.) i.(-ir'-^[ya(^).«] = 0. 
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Ordnet man dieselbe nach den Ableitungen von z^ so ergiebt sich: 

wo %{x\ ipi{x\ . . . Vn(^) ebenfalls ganze rationale Functionen von x sind, 
und zwar im Allgemeinen 

tpi{x) vom Grade p + Ji, 
insbesonilere 

(6.) yj.ix) = (-i)-'9)„(x), tp^_,{x) = (-ir-'[y„-i(x)-iiy:(x)], 

wo (pn{x) die Ableitung von y«(x) bedeutet. 

Die zum singulären Punkt a gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (5.) ist daher: 

(7.) y:(ö)r(r-l)...(r-ii+l)-[y_,(a)-ii9):(a)]r(r-<l).,.(r-ii+8) = 0. 

Die Wurzeln derselben sind: 

(8.) 0, 1, 2, . , . «-2 und -l4--5^r^. 

Ist daher der reelle Theil von '^ T^ ? positiv und kleiner als it. so sind 

sowohl die Grössen (4.) als auch die Grössen (8.) in ihren reellen Theilen 
grösser als die negative Einheit. 

21. 
Wir wollen den Fall n =^ 2 einer näheren Betrachtung unterziehen. 
Die Differentialgleichung (1.) voriger Nummer lautet alsdann: 

(1.) (po{x).y + (pi{x),y'+(p2{x).y" = 0. 

Die Wurzeln der zu einem singulären Punkte a gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung sind : 

(r):0, 1-y, 



wo 



gesetzt ist. 

Es sei 

so ergiebt sich: 



(2.) jr = J^ 



(3.) y = (p, {xy. W, 



+ [(p,{x) + 2e(p',{x)](p^{x).W:-^(p,{x)\W'' = 0, 
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• 

WO (p2(x) die zweite Ableitung von cp2{x) und W\ W" resp. die erste 
und zweite Ableitung von W bedeuten. 

Die zum singulären Punkte a gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung dieser Differentialgleichung hat die Wurzeln: 

(S.) —6, — € + 1 — y. 

Es sei 

2 > Reeller Theil von y > 0. 

Wählt man für £ eine beliebige Grösse von der Art, dass der reelle Theil 
derselben positiv und kleiner als Eins und zwar grösser als Eins vermindert 
um den reellen Theil von ;^ und kleiner als 2 vermindert um den reellen 
Theil von y, so sind die Wurzeln (s.) in ihrem reellen Theile negativ und 
absolut kleiner als Eins. 

Die Differentialgleichung (4.) gestaltet alsdann die Anwendung der Formeln 
(S.) und (T.). 

22. 
Um ein Beispiel auszuführen, sei in voriger Nummer 

(1.) (p,{x) = i(p2{x\ 

so dass 

(2.) (Pi^{x)y + -^(f2{x)y'+(p2{x)y'' = 

die vorgelegte Differentialgleichung sei. Dieselbe ist eine Verallgemeinerung 
derjenigen, welcher die Lameschen Functionen der verschiedenen Ordnungen 
genfigen (s. die Abb. des Herrn Heine, dieses Journal Bd. 60 S. 278, 299 ff.). 
Die Wurzeln (r.) sind in diesem Falle: 

(r.) 0, i, 

die Wurzeln (s.): 

(s.) -f, ~f + i. 

Man hat also zu wählen 

(3.) 1> Reeller Theil von €>j. 

Die Differentialgleichung (4.) voriger Nummer wird: 

(A \ ^^"^ ^^^ ^' ^^^ + « (« - i) ^'i (^)'+ « (P2 {x) (p'2 (x)] W 

\ +(26 + i)9);(x)y2(ar)»F'+(^,(a:)'jr" = 0. 

Die hierzu adjungirte Differentialgleichung lautet: 
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\ +{2s^l)^,{x)(p',{x)Z'-^,{xyZ" = 0. 

Setzt man in derselben 

(6.) Z = 9)2(0?)+^-*. K, 
so ergiebt sich für V die Differentialgleichung: 

(7.) (fo{x)v+iip,{x)r+<p,{x)r' = 0, 

welche mit der Differentialgleichung (2.) identisch ist. 

Ist daher yi^ y^ ein Fundamentalsystem eon Integralen der Differential- 
gleichung (2.), so sind 

ein Fundamentalsystem von Integralen resp. der Diff'erentialgleichnngen (4.) 
und (5.). 

Es sei demnach ?;,, t;, das zum Punkte x =z oq gehörige Funda- 
mentalsystem von Integralen der Differentialgl%ichung (2.), so sind: 

1) w^ = 7ii(p.{xy% 1^2 = 1^2 92 (ar)"~% 

2) ?i = 172 (P2 {x)'-i, ^2 = Vi V2 {xy-i 

die zu X = 00 gehörigen Fundamentalsysteme von Integralen resp. der Diffe- 
rentialgleichungen (4.) und (5.), und zwar sind Wi und ^1, sowie «^2 und ^2 
adjungirte Integrale. Sind nämlich Oi und o^ die ' Exponenten , zu welchen 
iji und 172 r^sp. gehören, so ist nach Gleichung (4.) No. 5, da jetzt 9^2 (x) 

f» _l o 

vom Grade p+2, also -2r = ^^|— 

(8.) o. + a, = -^+p+1=f 

Die Integrale iti, W2 gehören resp. zu den Exponenten 

(9.) o,-{(p + 2)e, o, + {p + 2)e 
und die Integrale Ci, ^2 r^sp. zu den Exponenten 

(10.) a2~(p+2)(.-i), a,-(p + 2)(6-t). 

Die in derselben Verlicalreihe befindlichen Grössen in (9.) und (10.) geben 
in Ueboreinstimmung mit dem Satze am Schlüsse der No. 3 zur Summe die 
um Eins vermehrte Gradzahl des Coefficienten von W in Gleichung (4.) 

Ist ferner ?/^,, tj^^ das zum singulären Funkte a^^t gehörige Funda- 



k. 
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mentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (2.)^ welche resp. den 
Exponenten 0, \ entsprechen, so sind • 

2) ^^l = %2 . (P2 (^)'"*, ^u2 = V^l . ?>2 (^)*~* 

resp. die zu a^^i gehörigen Fundamentalsysteme der Differentialgleichungen (4.) 
und (5.), und zwar sind wieder, dem Satze am Schlüsse der No. 2 ent- 
sprechend, die in derselben Verticalreihe untereinanderstehenden Elemente 
adjungirte Integrale. 
Nun sei 

(11.) ^a = 6al^//il + *a2V « = 1, 2, 

SO erhält man durch Multiplication dieser Gleichung mit (p2{x)~' 

(12.) Wa = baiW^i + ba2f^^2^ a = l, 2, 
und durch Multiplication der Gleichung (11.) mit </>2(a?)^'~': 

& = 61,^4,2 + 612^1/1- 

Setzt man 

(14.) Ca = CaiZfil + Ca2^ju2', 

so ergiebt die Vergleichung mit Gleichung (13.): 

(15.) Cii = 6229 ^12 = 621, ^21 = 6j2, C22 = 611. 
Die Gleichungen (J.) ergeben daher folgende Relationen für die Grössen 6: 

(16.) 611 Ä12 = 0, bn 622 = 0, 611 622+612621 = 1 9 
folglich entweder: 

(16^) 611 = 0, 622 = 0, 612621 = 1, 
oder 

(16^) 612 = 0, 621 = 0, 61,622 = 1. 
Welcher von beiden Fällen erfüllt ist, kann nach den Vorschriften meiner 
Abhandlung Bd. 75 dieses Journals S. 212 ff., wo die Bestimmung der Grössen 
6 gelehrt wird, entschieden werden. 

Bezeichnet man die nach No. 1 für die Differentialgleichung (4.) dieser 
Nummer zu bildende Function U mit ü{e^x,a)^ und bezeichnet die durch 
Yertauschung von x mit a aus t]^ hervorgehenden Functionen mit p., so er- 
giebt die Gleichung (T.): 

(17.) y "'"^'«/«/""■^'rfo £/■(«, ir,a)ij..(^, («)-'. 9». r/),(a)M = 0, b = 1, 2, 

27* 
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Setzt man ^ 

(lO.j Ti = ; , T2 = — 



SO ergiebt sieb aus der Gleichung (S.) und der Gleicbung (16.): 

(19.) f'''^'dxf^''^^da.U{B,x,a)Ti,.ip,{x)-'%.(p^^^^^ ^ = ^' * = ^' 

*»/i "/i+i a = 2, = 1. 

rfxy rfce . r/ (€, x, a) . 71^ (p2 (x)""^ 9a y 2 («)^* = ^'"^l 9 

und zwar ist in Gleicbung (20.): 

im Falle (16^) für = 1, 6 = 2 für = 2, B = 1, 
im Falle (1 6^) für = 1, b = 1 für = 2, b = 2 

zu nebmen. 

Die Gleicbungen (17.) bis (20.) sind gältig ffir alle Werthe von e, 
welcbe der Bedingung 

(21.) 1 > Reeller Tbeil von e>^. 

23. 
Wenden wir das Vorbergebende auf die Zamescben Functionen m^®^ 
Ordnung an, so ist (nacb Herrn Heine dieses Journal Bd. 60 S. 299) die 
Differenlialgleicbung, welcber diese genügen: 

(1 .) yo (x) y + ^(p'2 (x) y'+ (p2 {x) y " = 0, 
wo 

In diesem Falle ist der Grad j9 der Function (p^^ix) in Gleicbung (2.) voriger 
Nummer 

p = w— 1. 
Nennt man, wie in No. 20 

die Wurzeln der Gleicbung 

(3.) (f^ix) = 0, 

00 lassen sieb die Grössen Atj, Atj, ... Ar«_i so bestimmen, dass die Diffe- 

renlialgleicbung (1.) eine ganze rationale Function n^^ Grades von ^x—a^^ 

^j;*-a2, ... ix'-^m-\-i zum Integrale bat (s. Heine 1. c). Dieses Integral 
nennt Herr Heine eine Lamesebe Function erster Art und bezeicbnet dasselbe 
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ihit E{x). Ein zweites Integral F{x)^ welches nach absteigenden Potenzen 

von X entwickelt mit x ^ anfängt, nennt derselbe eine iMmesche Function 
zweiter Art. Beide heissen Lamesche Functionen m^^^ Ordnung. 

Nun hat die zu x = cx) gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (1.) die Wurzeln 

n n-\-m—i 
~Y' 2 

Demnach ist in voriger Nummer 

^*'^ U, = Fix) 
ZD setzen. Uebrigens ergiebt sich auf bekannte Weise: 

(5.) Fix) = Eix)f' ^.^=' 

Wenn man in die Gleichungen (17.) bis (20.) voriger Nummer 

rii = Eix\ Jj, = F(x), 
9, = JB(a), ^^ = Fia) 

substilttirt, so liefern die Gleichungen (17.) vier, die Gleichungen (19.) und (20.) 
je zwei Relationen fär die Lameschen Functionen, welche fär beliebige Werlhe 
von e gelten, von der Beschaffenheit, dass 

1 > Reeller Theil von « > }. 

Greifswald, im März 1873. 
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lieber die Integration der linearen Differential 

gleichungen durch Reihen. 

(Von Herrn G. Frobeniut.) 



W enn alle Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung 
lier Ordnung in der Umgebung einer bestimmten Stelle, für die wir der Ein- 
fachheit halber den Nullpunkt der Consiructionsebene wählen wollen, die Eigen- 
schaft haben, mit einer gewissen Potenz der Variablen x multiplicirt, endlich 
zu bleiben, so mnss dieselbe, wie zuerst Herr Fuchs (dieses Journal, Bd. 66, 
S. 146 und Bd. 68, 360) und nachher auf einem kürzeren Wege Herr Thome 
(dieses Journal Bd. 74, S. 200) bewiesen hat, für alle Werthe von x, die 
eine gewisse Grenze nicht überschreiten, die Gestalt 

p{x)x'y^'^+p,{x)x''''y^''-H'-+Px{x)y = 

haben, wo y^"^ die x^^ Ableitung von y nach x bedeutet, p(x)^ PiC^)? ••• Px{x) 
nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende convergente Reihen 
sind, und p{x) für x=^0 nicht verschwindet. Hat umgekehrt eine lineare 
Dilferentialgleichung die angegebene Form, so werden auch alle ihre Integrale, 
mit einer bestimmten Potenz von x multiplicirt , endlich und haben daher in 
Folge der allgemeinen Gestalt der Integrale linearer Differentialgleichungen 
(vergl. d. Abb. d. Herr/i Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 136) in der Um- 
gebung des Nullpunktes die Form 

y = x^2:H9';'+9l!'-'nogx + gi''-'\logxy+-'+g,{logxr)x% 

WO p eine Wurzel einer gewissen, aus den Coefßcienten der Differentialglei- 
chung leicht zu bildenden Gleichung l^^^ Grades fisf) = ist, und die Grössen 
fl'o*\ ^o*""*\ • • • fl'o nicht sammtlich verschwinden. 

Um zu zeigen, dass den /. Wurzeln dieser Gleichung wirklich l. von 
einander unabhängige Integrale entsprechen, vertheilt Herr Fuchs (dieses 
Journal, Bd. 68^ S. 362) dieselben in Gruppen, in der Weise, dass er alle 
diejenigen Wurzeln zu einer Gruppe zusammenfasst, die sich nur um reelle 
ganze Zahlen unterscheiden. Sind dann pu, (>i, ... (>^ . die Wurzeln einer 
Gruppe, so geordnet, dass, wenn a<iß ist, Qa — Qß eine positive ganze Zahl 
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ist, so beweist er zunächst, dass der Wiyzel (>i, ein Integral von der Form 

entspricht. Zu dem Zwecke vergleicht er die gegebene DiiTerentialgleichung 
mit einer andern, die durch eine Reihe von der Form 

befriedigt wird, in welcher Cy dem absoluten Beirage nach grösser als g^ ist. 
Indem er dann mittelst der letzteren Differentialgleichung die Berechnung der 
Coefficienten c^ wirklich ausfährt und aus ihren Werthen den Radius R des 
Convergenzbereiches der zweiten Reihe bestimmt, schliesst er, dass wenigstens 
innerhalb des mit dem Radius R um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
auch die Reihe für j^o convergent ist. Nun macht er in der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung die Substitution 

und wendet auf die lineare Differentialgleichung (A— 1)^*^^ Ordnung, die er 
für z findet, dieselben Schlüsse an. 

Diese Beweismethode ist dieselbe, welche Herr WeierüTa^B benutzt 
hat, um allgemein die Existenz der Integrale für alle algebraischen Diffe- 
rentialgleichungen nachzuweisen. Daher war zu erwarten, dass bei den 
linearen einfachere Methoden zum Ziele fuhren würden. Indem ich diesen 
Gedanken verfolgte, fand ich, dass sich bei irgend einer Differentialgleichung 
von der oben angegebenen Form die Coefficienten der sie befriedigenden 
Reihen ebenso einfach berechnen lassen, und dass aus ihren Werthen der 
Convergenzbereich dieser Reihen mit wenig grösserer Mühe bestimmt werden 
kann, wie bei der speciellen Differentialgleichung, mit welcher Herr Fuchs 
die allgemeine vergleicht. Auch zeigte sich, dass sich auf diesem Wege die 
den Wurzeln einer Gruppe entsprechenden Integrale, in deren Enlwicke- 
lungcn meist Logarithmen auftreten, ohne Benutzung von Differentialgleichungen 
niedrigerer Ordnung direct berechnen lassen, und dass auch bei diesen Reihen 
aus der Form der Coefficienten die Ausdehnung des Convergenzbezirkes mit 
Leichtigkeit erschlossen werden kann. 

S 1 

Wenn über die Coefficienten der Differentialgleichung 

(1.) /^(x)a:^y^^>+/^,(ar}a-^~'y^^-'>+...+Pa(a:)y = 0, 
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deren linke Seite wir mit P(y) bezeichnen wollen, die oben gemachten An- 
nahmen gelten, denen zufolge alle ihre Integrale in der Umgebung des Null- 
punktes, mit einer bestimmten Potenz von x multiplicirt, endlich werden, so 
bleiben diese Voraussetzungen auch bestehen, wenn man die Gleichung durch 
p{x) dividirt. Zur Vereinfachung der Beweise nehmen wir daher zunächst 
an, Anssp{x) = i ist. Wir setzen in die Differentialgleichung (1.) für y 
eine Reihe von der Form 

(2.) g(x,Q) = ^g^x^^' 

ein. Der Summationsbuchstabe y durchläuft hier und im Folgenden, wenn 
die Grenzen der Summation nicht ausdrücklich angegeben sind, die Zahlen 
von bis cx). Man übersieht zunächst leicht, dass 

ist. Nun ist aber 
wenn 

gesetzt wird. Folglich ist 

Da sich pi{x)^ PjC^)? ••• Piiß) >n convergente, nach ganzen positiven Po- 
tenzen von X fortschreitende Reihen entwickeln lassen, so convergirt auch 
die Reihe 

(4.) f{x,if) ^ 2r,{if)x\ 

deren Coefficienten ganze Functionen höchstens V'^^ Grades von q sind. Daher 
nimmt die linke Seite der Differentialgleichung (1.), wenn für y die Function 
g{x^ q) eingesetzt wird, die Gestalt 

an. (VergL d. Abb. des Herrn Fuchs dieses Journal Bd. 68 S. 375.) Soll 
also die Reihe (2.) die Differentialgleichung befriedigen, so müssen ihre 
Coefficienten durch die Recursionsformeln 

(5-) jfl'i/'(C+l)+i/A(p) = 0, u. s. w., 
bestimmt werden. Nehmen wir an, dass gx- das wirkliche Anfangsglied der 
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Reihe (2.) ist, also g von Null verschieden ist, so muss p, weil gr /"((>) = 1 
ist, eine Wurzel der Gleichung l^^^ Grades /"(p) = sein. Da es aber 
vorlheilhaft ist, wenn man q zunächst als variabel betrachten kann, so wollen 
wir vorläufig von der Gleichung gf(Q) = absehen, und indem wir unter g 
eine willkürliche Function von p verstehen, gi^ g2^ ... mittelst der Formel 
(5.) als Functionen von p bestimmen. 3Ian erkennt leicht, dass gy{Q) von 
der Form 

rß > n ffA - ^(g)^*(g) 

10.; gAQ) - /•(p4.i)/(^ + 2).../'(p + r; 

ist, wo Kdf) eine ganze Function von (j bedeulet. Für diese findet man 
durch Auflösung des Gleichungssyslems, das man aus der Formel (5.) erhält, 
indem man für r der Reihe nach die Zahlen 1, 2, ... r setzt, den Werlh 



(7.) (-17. *,((>) = 



niQ + r-i) /j((> + r-2) . 


■ • A-.(?+l) 


fr (P) 


fi(f + r-i) A(p+r-2) . 


• • A-2(P+1) 


/■.-l(p) 


f(Q+r-2) .. 


■ • A-sCe+i) 


fy-ld») 



. • . 











f (p+1) r, ((>) 



Wir beschränken die Veränderlichkeit von p auf die Umgebungen 
der Wurzeln der Gleichung /"((j) = 0. Diese Bereiche können wir, wie leiclil 
zu sehen, da die Wurzeln der Gleichung /"(p) = alle dem absoluten Betrage 
nach unter einer gewissen Grenze liegen, so klein wählen, dass die Nenner 
der rationalen Functionen gy{(f) in dem Gebiete der Variabein p nur für 
Wurzeln der Gleichung /"(p) = verschwinden. Aber auch letzteres kann 
man durch eine passende Verfugung über die willkürliche Function ^(p) ver- 
hindern. Werden nämlich die Wurzeln der Gleichung /"(p) = auf die oben 
angegebene Weise in Gruppen vertheilt, und ist das Maximum der Differenz 
zweier Wurzeln irgend einer Gruppe gleich f, so braucht man nur 

iß') 9((f) = Ap+i)Ae+2)...Ap+^)C(p) 

zu setzen, wo y(p) eine willkürliche Function von p ist. 

Alsdann sind die Functionen gy{Q)^ für alle in Betracht kommenden 
Werthe von p endlich, und wenn die Reihe (2.) convergent ist, so ist 
y = g{x^(f) ein Integral der DiflFerentialgleichung 

Es kommt nun zunächst darauf aa, die Convergenz der Reihe (2.) nachzuweisen. 

Jounial ffir Mathematik Bd. LXXYI. Heft 3. 28 
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§. 2. 
Wenn i/>€ ist, so kann Ap + ^+^) fö>* keinen Werlh im Gebiete 
der Veränderlichen () verschwinden, und daher ergiebt sich aus der Formel 
(5.) die Gleichung 

Bezeichnet man die absoluten Beträge der Functionen /*»,((>) und Qyio) mit 
Fy(p) und öv(p), so folgt daraus, weil der absolute Werth einer Summe nicht 
grösser ist, als die Summe der absoluten Werthe der Summanden, 

Sei R der Radius eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, der beliebig 
wenig kleiner ist, als der, innerhalb dessen pi(ir), fii^)-) ••• Pii^) sämmt- 
lich convergiren. J)ann sind die Reihen 

und 

f\x,^) = 2{y + \)U,{if)x^ 

ebenfalls fOr alle Werthe von x, die dem absoluten Beirage nach nicht grösser 
als R sind, convergent. Wenn daher Mifj) der grösste Werth ist, den der 
absolute Betrag von f\x, (f) auf der Peripherie des mit dem Radius R nm 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises annimmt, so ist nach einem bekannten Satze 

und folglich 
G'k+i < p^^l^j^^s^ {GrM{Q+v)^G,.,M{Q+y-\)R-'+'- + GM{(f)R-'). 

Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichheit mit 0^4.1, so ist 

oder da Gy <C a, ist. 

Werden also die Grössen h^iy^^t) mittelst der Recursionsformel 
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berechnet, so ist bei passender Verfügung Ober b^ 

Gy<Zay<Z by. 
Da aber f((f) eine ganze Function i*®° Grades von p ist, so nähert sich bei 

f(Q -4- v) 

wachsendem r der Quotient -j,/ , /.^ und folglich auch sein absoluter Betrag 

FC Xy Xl^ ^^^ Grenze Eins. Weil ferner j5(ip)=l angenommen, also/"(ar,p) 

eine ganze Function höchstens (i— 1)*«° Grades von p ist, und M{q) das 
Maximum dieser Function für die Werthe von x, deren absoluter Betrag gleich 
R ist, bedeutet, so ist leicht zu sehen, dass sich, wie auch am Ende dieses 

Paragraphen noch in aller Strenge erwiesen werden soll, f T.>i>> ^^^ 

wachsendem v der Grenze Null nähert. Daher ist 



lim 



Är+I 1 



by R' 

und mithin convergirt die Reihe ^byX'' und folglich auch 

(2.) 9{x,(f) = 2g.{9)x^-''' 

innerhalb des mit dem Radius R um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. 

Für die Folgerungen, die wir im nächsten Paragraphen aus dem eben 
gewonnenen Resultate ziehen wollen, ist es noch wichtig zu zeigen, dass 
die Reihe (2.) für alle in Betracht kommenden Werihe von (i gleichmässig 
convergirt, dass sich also, wenn d eine beliebig gegebene kleine Grösse ist, 
eine endliche Zahl x angeben lässt, so dass der absolute Betrag der Summe 

für alle gestalteten Werthe von p kleiner als d ist. Zu dem Zwecke be- 
zeichnen wir den absoluten Betrag von (i mit a und die Maxima der abso- 
luten Beträge der Functionen /?l(a?), pi(a7), ... px{x) für die Werthe von x 
auf dem mit dem Radius R um dqn Nullpunkt beschriebenen Kreise mit Jf^, 
itfa^ ••• ^i' Wird dann*) 

gesetzt, so ist 



*) Ich mache darauf aufmerksam, dass von hier an q als unbeschränkt veränder- 
lich aufzufassen ist, bis wieder q+ v als Argument auftritt. 

28* 
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9 

Ferner ist /((i) = p^ +(/■(?) — p^), und da der absolute Betrag einer Summe 
nicht kleiner, als die Differenz der absoluten Beträge der Summanden ist, so ist 

WO für den in die eckigen Klammern eingeschlossenen Ausdruck sein absoluter 
Betrag zu setzen ist. Es ist aber 

(9.) r(Q) = (>((>-!). ..(p-i+l)+/^i(0)p(p-lj...((>-i+2)+...+/i,(0). 

Werden also die absoluten Beträge von /?i(0), /^^(O), ... px{0) mit F^, 
Fj, . . • Pi bezeichnet und wird 

(p{a) = (7(a+l)...(a+i~l) + F,(7(a+l)...((7 + Ä-2) + - + F,-a^ 

gesetzt, so ist 

und daher 

F(p) > o'^cfia), 

wenn nur o gross genug gewählt wird, damit die rechte Seite dieser Un- 
gleichheit positiv ist. Das ist aber stets zu erreichen, weil (p{a) nur vom 
(;t-l)ten Grade ist. 

Aus den entwickelten Ungleichheiten folgt 



Flie + V + i) ^ [g + v+iy^q,[g + v-\-i] 

Nun ist aber 

[(f-\-^]<Cy+o und [p+^+l]>^ — ö", 

und da die positiven Functionen ip{o) und o^^(p{a) von einer gewissen 
Grenze an beständig mit dem Argumente wachsen, so ist für hinreichend 
grosse Werthe von y 



Der letztere Ausdruck nähert sich, da der Zähler eine ganze Function 
niedrigeren Grades von y ist als der Nenner, bei wachsendem v der 
Grenze 0. Damit ist zunächst der oben versprochene Nachweis gegeben, dass 

li,n^![^jO ^Oist. 

Da alle Wurzeln der Gleichung /((>) = in einem endlichen Bereiche 
liegen und (> sich nur in den nächsten Umgebungen derselben bewegen darf, 
so ist a stets kleiner als eine bestimmte Grösse r. Wenn v nur genügend 
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gross ist, so ist 



M{Q+V) \p(v+T) 



und 



FiQ + vJri) ^ (y-^Ty^if(y-T) 



^(? + ^) ^ {v-Yrf + if(^v + t) 



Haben diese Ungleichheilen von dem Werthe v=^a an Geltung, und werden 
die Grössen f?^ von v = // an mittelst der Recursionsformel 

__ ( v^C ^ + O . i (y+OHy-(y + y) \ 

berechnet, so ist, wenn c^^b^ gewählt wird, auch by<iCy. Da aber 
lim-^^=-^ ist, so muss, wenn r beliebig wenig kleiner als R ist, die 

Cy MW 

Reihe JS'c^r*' convergent sein. Daher lässt sich eine endliche Anzahl von 
Gliedern so absondern, dass die Summe aller übrigen ^^c,Y kleiner als eine 
beliebig gegebene Grösse Sr~''' ist. Weil man z > a wählen kann , so ist 
so ist daqn um so mehr 

für sämmtliche Werlhe von p in den Umgebungen der Wurzeln der Glei- 
chung /"(()) = und für die Punkte x innerhalb des mit dem Radius r um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises. 

Mithin ist die Reihe (2.) für alle in Betracht kommenden Werthe von 
() gleichmässig convergent und kann daher nach (i dilFerentiirt werden, und 
zwar in der Weise, dass die Differentiation an ihren einzelnen Gliedern aus- 
geführt wird. 

§. 3. 
Seien p,,? Pi^ ••• if^ die zu einer Gruppe gehörigen /e+1 Wurzeln 
der Gleichung fifi) = 0, so geordnet, dass, wenn «</? ist, Pu — P/g ©ine po- 
sitive ganze Zahl ist. Von diesen Grössen können einige unter einander 
gleich sein. Sind (^u, q^^ ()ß, (f^, ... die unter einander verschiedenen 
Wurzeln der Gruppe, so ist (>u=()i=-'- = ()„_i eine «fache, p^=p^^, = ...= p^,_j 
eine (/3— a)fache, p^ = p^^j = ••. = py_i eine (y— /?)fache u. s. w. Wurzel der 
Gleichung f{^) = 0. Da wir 

(8.) g{9) = A>+l)A>+2)...Ap+f::C(p) 

gesetzt haben, und «^Pu~p^ ist, so ist g{^) für p = po = Pi = ••• = Po-i von 
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Null verschieden und verschwindet für p = p^ = p^^, = ... = p^_,i von der 
ßteD^ für p = p^=: p^^i = ... = (>y_| von der /?*®° u. s. w. , allgemein also für 
(j = p^ höchstens von der x^^^ Ordnung. Dagegen verschwindet der Aus- 
druck ApMp)«?? für p==p,,=p,=...=p„_i von der «ten^ für p=:p^=p^^i=...=p^., 
von der (i^^^ u. s. w. und allgemein für p = p, wenigstens von der (x-{-iy^^ 
Ordnung, Daher muss seine x^^ Ableitung nach p für p = p^ verschwinden. 
Nun ist die Function g{xy(f) so bestimmt worden, dass 

eine identische Gleichung ist. Wir differentiiren dieselbe x Mal nach p und 
und setzen dann p = p« • Da die Differentiationen nach den beiden Variablen 
X und p in willkürlicher Ordnung ausgeführt werden können, so ergiebt sich 
auf diese Weise^ wenn man 

setzt, die Gleichung 

aus der hervorgeht dass 

(11.) y = ^'(ar,p,) 
ein Integral der Differentialgleichung P(jf) = ist. Aus der Gleichung 

(2.) 9{x,iA = x^^g^{())x'' 
ergiebt sich in Folge der gleichmSssigen Convergenz dieser Reihe die Gleichung 

\9%^>9.^ = ^''^9'.'\9.)+^9'r\9Mlogx) + ^^^ 
(12.) { ' 

( '-+9r{(f.)(}ogxyy. 

Da (j{q) für p -- p, höchstens von der x^^^ Ordnung verschwinden kann, so 
können ^uO, g^^\QM^^ ... 9^'\9m^ «i^^ht alle gleich Null sein. Daraus folgt, 
dass dies Integral, u:n die von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 66, S. 155) 
frewflhilo Ausdrucksweise zu benutzen, zum Exponenten p« gehört. 

Ist af-^::«, so ist (logx)' in ^^'\'ir, p,) mit a??* JS*^^ (p J a?" multiplicirt. 
1^'^ 9kV») '9iv<*^ i^U di^s^ Reihe also nicht identisch verschwindet, so ist x 
dor Exponent der höchsten in diesem Integrale wirklich auftretenden Potenz 
von \ogA\ Indem man diesen Schluss fortsetzt, findet man, dass allgemein 
in den t\\ gleichen Wurzeln der Gleichung /^(p) = gehörigen Integralen 
dor DinVrentinlgloiohung P^g) = die Exponenten der höchsten in ihnen vor- 



V 
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kommenden Potenzen von Xogx von einander verschieden sind. Daraus folgt, 
dass diese Integrale unter einander unabhängig sind, und da dasselbe von 
den zu verschiedenen Wurzeln gehörigen unmittelbar einleuchtet, so ergiebt 
sich schliesslich*), dass die l zu den einzelnen Wurzeln der Gleichung 
^(p) = gehörigen Integrale g^'^ix^if^) alle unter einander unabhängig' sind. 
Das Integral fl'^'^a;, (> J (;f = 0, 1 , . . • ,a) ändert seine Form nicht, wenn 
dazu die Integrale 5^^*"'^^^, Px-i) ? •• fl'(^^po), mit willkürlichen Constanten 
multiplicirt, hinzugefügt werden. Folglich enthält das allgemeinste zur Wurzel 
{)^ gehörige Integral x-\-\ willkürliche Constanten. Geht g{x,g) in Ä(a?, p) 
über, wenn der willkürlichen Function C(p), welche in allen Coefficienten 
der Reihe JS'g^^ (p) 0?^+*' als Factor auftritt, der constante Werth Eins ertheilt 
wird, so ist g{x^{})=^C{^)h{Xy^) und daher 

wo die oberen Indices die Ableitungen nach (> bezeichnen. Die Functionen 
h^''^{x, pj, hS'''~^^{x, pj, ... h{x, ^^) sind, wie ich hier nicht weiter ausführen 
will, unter einander unabhängig, und daher enthält ^^''^(x, p*) die ;^+l will- 
kürlichen Constanten C, C^'^, . . , C^'^ und ist, auch ohne dass 

mit willkürlichen Constanten multiplicirt, ihm hinzugefügt werden, das allge- 
meinste zur Wurzel p^ gehörige Integral. 

Insbesondere enthält das zur Wurzel (>,j gehörige Integral g{x,^^i) nur 
eine einzige willkürliche Constante. Mithin ist ein Integral der Differential- 
gleichung P(y)z=^0 bis auf einen constanten Factor vollständig bestimmt durch 
die Bedingungen, dass es, durch x^ dividirt, in der Umgebung des Nullpunktes 
eindeutig und für x = selbst endlich sein soll, wenn p der Gleichung f{Q) = 
genügt, und von keiner anderen Wurzel derselben um eine positive ganze 
Zahl übertroffen wird. 

Um zu vermeiden, dass die Coefficienten der Reibe g{x^Q) für einen 
Werth im Bereiche der Variablen q unendlich gross werden, haben wir 

(8.) g{Q) = n(f+i)n(f+2)...n(f+e)C(if) 

gesetzt und e gleich dem Maximum der Differenz zwischen zwei Wurzeln 



*) Ausführlicher ist diese Scblussweise entwickelt in einer Abhandlung des Herrn 
Thome, dieses Journal Bd. 74, p. 195. 



224 Frobenius, Integration linearer Differentialgleichungen durch Reihen. 

irgend einer Gruppe gewählt. Wie leicht zu sehen ^ ist es aber auch ge- 
stattet, für € irgend eine noch grössere ganze Zahl zu setzen. Dies ist 
besonders dann vortheilhaft, wenn man die Berechnung der Function g{x^(f) 
bis zu einer bestimmten Potenz von x^ etwa der (p + ^}*®" wirklich ausfahren 
will. Setzt man nämlich e = x^ so werden die Coefficienten gr{Q) sämmtlich 
ganze Functionen von p^ und man entgeht so der Unbequemlichkeit, ge- 
brochene Functionen von (> differenliiren zu müssen. Die Function C{(f) kann 
dann immer noch so gewählt werden, dass die willkürlichen Constanten die 
durch die Aufgabe vorgeschriebenen Werthe erhalten. 

Eine andere Erleichterung der Rechnung ergiebl sich, wenn p{x) nicht 
mehr, wie bisher, gleich Eins angenommen wird. Sind nämlich die Coef- 
ficienlen der Differentialgleichung rationale Functionen, so kann man sie alle 
auf denselben Nenner bringen und mit diesem die ganze Gleichung multipliciren. 
Dann sind p{x). Pi{x)^ ... piX^) und folglich auch f{x,{f) sämmtlich ganze 
Functionen von x. Wenn auch in diesem Falle die Functionen gy{^) mittelst 
der Recursionsformcl 

(5.) ff,A> + '') + i7,-iA(p + ^'--t)+-+i//;.(p) = 

berechnet werden, so convergirt die Reihe g{Xy (>) innerhalb eines^ um den 
Nullpunkt beschriebenen Kreises, in dessen Innern /?(ip) nirgends verschwindet. 
Der Beweis dieser Behauptung, auf den ich hier nicht näher eingehen will, 
lässt sich auf den in §. 2 gegebenen Convergenzbeweis zurückführen. Die 
Berechnung der Coefficienten gy{f)) wird bei der jetzigen Bedeutung von 
f{xy{f) darum einfacher, weil die Functionen fyisf)^ sobald v den Grad der 
ganzen Function fix, p) überschreitet, sämmtlich verschwinden. 



§. 4. 

Aus der Formel (12.) lassen sich mit Leichtigkeit die Bedingungen 
dafür herleiten, dass in dem zu einer Wurzel p^ der Gleichung /■((>) = ge- 
hörigen Integral der Differentialgleichung F(y) = keine Logarithmen auf- 
treten. (Vergl. die Herleitung dieser Bedingungen in der Abb. des Herrn 
Fuchs, dieses Journal Bd. 68, S. 373—378.) Dazu ist zunächst erforderlich, 
dass die Gleichung /*((>) = keine mehrfachen Wurzeln hat, da, wie oben 
gezeigt, von den zu a unter einander gleichen Wurzeln gehörigen Integralen 
wenigstens «—1 Logarithmen enthalten. Die Wurzeln p,,, pi, ... p^ der 
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Grappe, zu welcher q^ gehört y sind also in diesem Falle sämmtlich unter 
einander verschieden. 

Da der durch die Gleichung (12.) gegebene Ausdruck von (^'^''^(x, p^)) 
das allgemeinste zur Wurzel (i^ gehörige Integral darstellt, so ist, damit das- 
selbe keine Logarithmen enthalte, nothwendig und hinreichend, dass die 
Functionen gy (p) für p = p, sämmtlich von der y^^^ Ordnung verschwinden. 
Nun ist aber 

(6 ) a (o) = 9(:9)h^Ce) 

und g{Q) verschwindet für (> = p, von der x^^^ Ordnung. Daher darf 

^^r^)_ = H (ü) 

für p = px ö'chl unendlich werden. Weil aber 

ist, so ergiebt sich aus der Gleichung (5.) für diese Functionen die Re- 
cursionsformel 

Hyf{(f^v) + Hy^J,{(f + v^i) + ... + Hfy{(j) = 0. 

Wenn also //y-i, Äv-29 ... Ä^ für (> = (>x alle endlich sind, so ist es auch 
Hyf(j}+v). Weil H=i ist, so ist daher Äy(p,) für alle Werlhe von r 
endlich, wenn es für diejenigen nicht unendlich wird, für welche Q^+r gleich 
einer Wurzel der Gleichung f{())^0 ist, also für die Werthe p^_i— p,, 
(>;,_2— Px9 ••• {^—(fx' Damit Hy{Q^) für i^ = px~i-"P» endlich sei, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass hy (p) für () = (f^ von der ersten Ordnung ver- 
schwindet. Für v = p^_2— p, und p = p, ist dann 



/'(e+i)/"(e+2)...r((.-r''-i 



y 



endlich, und folglich verschwindet A^(p) von der ersten Ordnung. Damit 
Hy{()) auch endlich sei, ist daher nur noch erforderlich, dass auch Ay(pJ ver- 
schwindet. Indem man so fortfährt, findet man als noth wendige und hin- 
reichende Bedingungen dafür, dass das zur Wurzel p« gehörige Integral keine 
.Logarithmen enthalte, die folgende: 

Bedeutet A,,(p) die Determinante 
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/•.(p+v-1) /i(p+v-2) . . . A_.((>+1) 


/;(?) 




f{^+v-l) aQ^v-2) . . . /;_,((.+l) 


/•.-.(?) 


(7.) {-irhA9) = 


nQ+v-2) . . . A_,(e+1) 


A-»(P) 




... f(Q+i) 


• 


so müssen die Gleichungen 




K{(f) = für »' = (>,_,-(»„ 






AUp) = für v = p,_j-p,. 





A('-»)(p)^0 für y 
durch den Werth p = px befriedigt werden. 



= Po -P. 



§. 5. 
Die Integration der linearen Differentialgleichung P(j^) == ist auf die 
Ermittlung der Function 

(2.) 9{x,(f) = :Sff,{^)x^-'^ 

zuröckgefübrt, welche ausser der Variablen x noch den veränderlichen Para- 
meter (I enthält. Zur Berechnung der Coefficienten Qrig) fanden wir die 
Gleichung 

(5.) 9Ä(f)n9+^n9r^ii9)fi{9+^+^) + '-+9i(9)^^^^^ = 0. 

Aus dieser soll jetzt eine andere Recursionsformel entwickelt werden, welche 
ebenso bequem zur Bestimmung der Functionen gy{^) dienen kann. 
Zu dem Zwecke führen wir die Bezeichnungen 



(13.) G,(p) 



gv(e) 

KQ:}9(.Qy 



und 



(15.) G{x, (f) = SG,{(f)x^^' = ^^ 



ein. Die Function G{Xy (f) ist, wenn q veränderlich ist, vollständig durch 
die Bedingungen definirt, dass sie die Differentialgleichung 

befriedigt, bei einem Umlaufe der Variablen x um den Nullpunkt in sich . 
selbst, mit einer Conslanten multiplicirt, übergeht und, durch x^ dividirt, für 



k 
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a: =r den Werth 

(15.) G((>) = * 



annimmt. Die Coefficienten Gy{Q) der Reihe (14.) können mittelst der iden- 
tischen Gleichung 

(16.) 2G,{ff)f{x,^ + v)x^^'' = x^ 

gefunden werden. Aus derselben ergiebt sich nämlich, dass 

(15.) G((,) = -^ 

ist, und dass für die Functionen G^iff) dieselbe Recursionsformei (5.) wie für 
9v{9) besteht. Da aber diese Recursionsformei eine in Bezug auf (i identische 
Gleichung ist, so kann man darin für q auch (>+l, (^+2 u. s. w. setzen. Auf 
diese Weise gelangt man zu den Gleichungen 

(G,(e) Ap+^)+G.-i(p) /l(p+^-i)+-+Gi((>) A-i((>+i)+G((>)A(p)=o, 

• / • ••• • • 

.Gi((>+^~i)A>+i^)+G(e+i^-i)/;(?+y-i) =0. 

Diese multipliciren wir der Reihe nach mit /((>), fi{sf\ . . . A-iC^) nnd addiren 
sie. Setzt man zur Abkürzung 

so ergiebt sich auf diese Weise 

/^.Ap+^)+F,,i/i(e+i^~i)+-+F,A.i(()+i)+A(>)G(p)A 

Da aber 

Ac)G((>) = Ap+^)G((>+i^) = i 

ist, so folgt aus der vorigen Gleichung 

f.Ap+'^)+^v-i/'i((>+^-1)+-+/^,A-i(p+1) = 0. 

Nun ist 

Fi--mG,{(f) + f,{(f)G{Q+l)-^-^+j^-^^ eW(?+i) ""**• 

Setzt man daher in der für Fy gefundenen Recursionsformei v = 2, so zeigt 
sich, dass auch F2 = ist u. s. w. Allgemein ist also F^ = oder 

(17* ) Ap)GXp)+A((>)G.-i((>+1) + ---+A--i((>)Gi((>+i^«1)+Mp^ = 0. 

Dies ist die zweite Form der Recursionsformei, mittelst deren man ebenfalls 
Gy{(f) und gy{(f) berechnen kann. 

29* 
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Multiplicirt man sie mit x^^'' und summirt dann nach v^ so erhält man 

(16*.) 2:f,{^)G{x,(f+v) = x'^, ^ 

Ist f{x^(}) eine ganze Function von x, so ist diese Gleichung, deren linke 
Seite dann nur eine endliche Summe ist, eine Functionalgleichnng, der G(xy q) 
genfigen muss. 

Aus dieser Gleichung werden wir im nächsten Paragraphen weitere 
Folgerungen ableiten. Um schon hier ihre Brauchbarkeit zu zeigen, wollen 
wir sie auf die beiden Fälle anwenden, wo f{x, p) eine ganze Function 0^^ 
oder V^^ Grades ist. 

Im ersten Falle ist 

P(y) = ax'y^^^+a,x^-'y^'''^+.^'+a,y 

mit den constanten Coefficienten a^ öi, •.. ö;, also P{tf) = die bekannte, 
zuerst von Cauchy (Exercices, Bd. I., S. 262) behandelte Differentialgleichung. 
Die Formel (16*.) lautet für diesen Fall 

f{(f)G{x,ff) == x^. 
Daher genügt 

der Differentialgleichung 

wo für g{Q) eine willkürliche Function C von p genommen werden kann.^ 
Einer einfachen Wurzel p der Gleichung 

entspricht daher das Integral Cx^^ einer ;; fachen 

x^ {C^'^+ C^"-'^ log oj + . . . + C(log xy). 
Im zweiten Falle *) ist 

P{y) = (a + bx)x'y^'^+{a, + b,x)a^-'y^'-'^+'--\-{a,'Yb,x)y, 

wo die Constante a nicht verschwinden darf. Aus Gleichung (16*.) ergiebt 

sich die Relation 

A(>)G(a:,(>) + A((>)G(x,p+l) - x% 
in welcher 

/•((>) = ap(p~l)...(p~A+i) + aip((iM)...(p-i + 2) + ...+ö,, 

A((>) = 6p(p-l)...(e-i+i)+6ip(p~i)...(p->.+2)+...+6, 



*) Ueber diese Differentialgleichung vergleiche man die Abhandlung von Malmsthi, 
dieses Journal, Bd. 39, S. 99. 
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ZU setzen ist. Daraus folgt die Gleichung 

durch deren wiederholte Anwendung sich ergiebl: 



Aehnlich wie in diesem Falle kann man immer, wenn f{x, (>) eine ganze 
Fanction von x ist, die Formel (16*.) zur Ermittlung des Restes der Reihe 
G{x,q) benutzen. Da wir wissen, dass diese Reihe convergent ist, so muss 
ihr Rest bei wachsendem ;; unendlich klein werden, und daher ist schliesslich 



CK,) = x(-<)-Am^4?4Ä±S^ 



X^+' 



Der Convergenzbereich dieser Reihe ist ein um den Nullpunkt beschriebener 
Kreis, in dessen Innern p(x)=^ a+b{x) nicht verschwindet, auf dessen Peri- 
pherie also der Punkt — -r- liegt. 

Wenn man ans den beiden Gleichungen 

f{(f)G{x, (f)+f,{(f) G{x, p+1) = x% 
f{(f+l)G{x,Q+i)+f,{(f + i)G{x,(f+2) = x^^' 

x^ eliminirt, so erhält man 

Ap)a^G(a:,e)-(Ae+l)-/'t((>)a:)G(a:,p+l)+A((>+l)G(x,p+2) = 

oder 

Gdx.g+i) ^ nQ)x 

Daraus ergiebt sich für 

Gix, (f) = -^ 



die Kettenbrucbentwicklung *) 

xf 






G{x, (f) = 



fco) + miM^ 



/•(e +2) -/;(?+*> + 



*) Vergl. Euler, Introductio in Analysin infinitorum, Tom. I., Cap. IS, 37.3. 
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Da dieser Kettenbrucb mit der Reihe fflr G{x^q) Glied fOr Glied äberein- 
stimmt, so convergirt er för dieselben Wertbe von x, wie diese. 

Ein specieller Fall der eben behandelten Reihe ist die hypergeome- 
trische Reihe F{a^ ßy y^ x\ welche der Differentialgleichung 

{\-x^)x^y"+{Y-{a^ß+\)x)xy''-'aßxy = 
genagt. 



§. 6. 
Wenn f{xy qi) keine ganze Function ist, so steht auf der linken Seite 
der Gleichung (16*.) eine unendliche Reihe. Um ihren Convergenzbereich 
zu ermitteln, müssen wir die Grenze suchen, der sich G^x^q) bei wachsendem 
Q nähert. In dem Ausdrucke 

n(f)x'^G{x,Q) 

ist der Coefficient von x"" 

Ae)G.(e) = /^(ß+i)/^(e-f2)...Ae+i/)' 

wo die ganze Function hy{Q) durch die Gleichung (7.) in Form einer Deter* 
minante gegeben ist. Jedes Glied dieser Determinante ist ein Product von 
?^-Factoren, das aus jeder Verlicalreihe ein Element enthält, und hat daher 
die Form 

wo /(ti, .U2, ... /iiy Zahlen von bis v sind. Setzt man 

p{x) = 2a^x% 



so ist 



lim 






a 



f» 



a 



(e = ^) 



und folglich 



lim 



f^SQ)UQ+i)'-f,M + ^-*) 



ö^,ö/i,-«ö^y 



Daher nähert sich f{(f)Gy{Q) bei wachsendem (> der Grenze 



b. = 



(— iy 



Ol 


»i . 


a 


o, . 





a 





. 



• . 



• • 



öy-2 

a 



üy 

öy-2 



a 



1 
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Bedenkt man, wie die Gleichung (7.) aus der Formel (5.) abgeleitet wurde, 
so erhält man zur Berechnung von by die Recursionsformel 

a6y+ai6y_i + '-+öy6 == 0. 

Mittelst derselben lässt sich der Beweis fflr die Convergenz der Reihe 
^byX"" nach der in $. 2 angewandten Methode fähren. Sind nämlich A^ und 
By die absoluten Beträge von Oy und by, so ist 

By^, ^ -^{ByA,+By^,A2+-'-\-BAy^,). 

Wenn nun fflr die Werthe von x auf dem mit dem Radius R um den Null- 
punkt beschriebenen Kreise die Reihe fflr p{x) convergent ist, und der abso- 
lute Betrag dieser Function den Werth M nicht überschreitet, so ist 

Ay < MR-"^ 

und folglich 

By^i < ^(ByR''+By^,R-'+''+BR-^^^'^). 

Bezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichheit mit C^^i, so ist 

p MBy . Cy 

oder, wel! By <C Cy ist 

Cy '^ AR * 

Daher convergirt die Reihe SCyX"" und um so mehr SbyX"" innerhalb des 

AR 

mit dem Radius ^^ . . um den Nullpunkt beschriebenen Kreises. 

Nun ist aber 

2:ayX\:2byX'' = 2(aby'\-a,by^i+'^^+ayb)x'' = a, 
da 6 = 1 ist. Folglich ist 



*) Beiläufig ergiebt sich daraus der Satz: 

Wenn ftlr die WerÜie von x auf dem mit dem Radius R um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreise die Reihe p (a?) = ^ a^ a?»' convergirt und dem absoluten Betrage 
nach die Grösse M nicht überschreitet und wenn ihr constantes Glied nicht ver- 
schwindet, sondern den absoluten Betrag A hat, so liegt keine Wurzel der Gleichung 

AR 

p(rF) = dem absoluten Betrage noch unter der Grenze ^ - 
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und daher 

lim G(XyQ) = — ^lim^:^, (p = oc). 

^ ^^^ Pix) f(Q) ■ ^^ ^ 

Zu demselben Resultat gelangt man auf folgendem*) Wege: Die Function 
G(Xy q) ist vollständig definirt durch die Bedingungen der Differentialgleichung 
P{y)=zx^ zu genägen und, durch x^ dividirt, in der Umgebung des Null- 

punktes eindeutig und für a: = gleich j— zu werden. Setzt man 

xQ 

so nimmt die Differentialgleichung P{y) = x^ die Form 

wo (/?x(^^p)) (>f=l? 2, ... /— 1) eine ganze Function x^^ Grades von (f ist. 
Die Coefficienten dieser Differentialgleichung sind fär alle Werlhe von (f^ fflr 
die f{Q) nicht verschwindet, bestimmte, endliche Functionen von x. Schliessen 
wir daher ausser den Wurzeln der Gleichung f{Q) = noch alle Grössen, 
welche um positive ganze Zahlen kleiner als diese Wurzeln sind, vom Ge- 
biete von Q aus, so hat diese Differentialgleichung nach einem weiter unten 
angeführten Satze ein ganz bestimmtes Integral, welches in der Umgebung 
des Nullpunktes eindeutig ist und für o; = den Werth 1 annimmt. Dasselbe 
bleibt, wie die im Anfang dieses Paragraphen angestellten Betrachtungen zeigen, 
nebst seinen Ableitungen endlich, wenn (> sich der Grenze oo nähert. Setzen 
wir (} = oo^ so lautet die Differentialgleichung, da der Coefficient von q^ in 
f{Xy q) gleich p (x) und in /*((>) gleich a ist 

p(x) 



a 



z = 1, 



und daraus ergiebt sich wieder 



l\mf{(f)x''^'G{x,if) = 



a 



Pix) 

Die Annahme, dass p{x) von Eins verschieden ist, ist nur dann vortheilhaft, 
wenn dadurch [{x^ q) zu einer ganzen Function von x wird. Ist dies nicht 
der Fall, so soll p{x) = \ angenommen werden. Dann ist 

limG(a;. p) = lim-r-^-. 



*) Diese Methode hat zuerst Herr Thome (dieses Journal Bd. 66. S. 329) ange- 
wendet, um die Grenze zu ermitteln, der sich die Näherungsnenner der Gat/Mischen 
KettenbrUche nähern. 
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und daher convcrgirt die Reihe 

(16*.) :Sf,i(f)G(x,Q + v) = x'^ 
ebenso weit, wie 

fio + v) 

oder wie 

d. h., innerhalb des Kreises, in dessen Innern auch G(x, (>), (r(a?, p + l)^ •-• 
sämmtlich convergiren. 

Damit diese Functionen in diesem Bereiche stets endlich bleiben^ 
schliessen wir wie schon oben die Wurzeln der Gleichungen /(p) = 0, 
^(p-|-l) = 0, ... vom Gebiete von p aus. Wenn man dann die Gleichungen 

2fMG[x,Q-^v) = x% 
-^A(e+l)G(ar, p + y+1) = a;?+* u. s. w. 

mit gewissen Coefficienteu a^ ai, ... multiplicirt und addirt, so erhält man 
eine Gleichung von der Form 

Daraus schliesst man, dass eine Function, die, durch x^ dividirt, in der Um- 
gebung des Nullpunktes eindeutig ist und für o? = den nicht verschwindenden 
Werlh a annimmt, in eine Reihe von der Form 2CyG{XyQ+v) entwickel- 
bar ist. Strenger lässt sich dieser Satz folgendermassen beweisen. 

Ist H{x) eine Function, die, durch x^ dividirt, in der Umgebung des 
Nullpunktes eindeutig ist und fär j? = nicht verschwindet, also von der 
Form JS'CyO:""*^'', und ist (/ keine Wurzel der Gleichung /*((>) = noch um eine 
ganze Zahl kleiner als eine solche Wurzel, so ist eine Function F(x) voll- 
ständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie der Differentialgleichung 

Piy) = Hix) 

genügen und in der Umgebung des Nullpunktes in eine Reihe von der Form 
^ayX^^"" entwickelbar sein soll, in der a von Null verschieden ist. Denn 
diese Function F[x) genügt auch der homogenen linearen Differentialgleichung 

deren zum Nullpunkt gehörige determinirende Fundamentalgleichung nach 
einem Satze des Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 68, S. 372) durch (> und 
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die Wurzeln der Gleichung f{(}) = befriedigt wird. In Folge unserer An- 
nahmen bildet (i entweder eine Gruppe fär sich oder diejenige Wurzel einer 
Gruppe, deren reeller Theil am grössten ist. Das Integral dieser Differential- 
gleichung, welches zur Wurzel (f gehört, ist daher bis auf einen constanten 
Factor vollständig bestimmt. 

Wenn umgekehrt die Function F(x) durch die Reihe 

F{x) = ^OyOfi'^'' 

gegeben ist, in der a nicht verschwindet, und die in einem um den Null- 
punkt beschriebenen Kreise convergirt, so ist die Reihe 

P{F(x)) = -2c,a:^+^ 

ebenfalls convergent und hat ein von Null verschiedenes Anfangsglied c=af((f). 
Eine Function, welche die Differentialgleichung 

Piy) = 2c,x^^^ 

befriedigt und, durch x^ dividirt, in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig 

ist und für x = den Werth a = 77—, annimmt, kann demnach von F(x) nicht 

fKQ) 

verschieden sein. Alle diesid Bedingungen erfüllt aber die Reihe 

2c,G{x,Q+v). 

Denn sie convergirt in dem Bereiche, in welchem SCyX^'^^ und G(Xy(f) con- 
vergiren und genügt der Differentialgleichung 

P(y) =2CyX^^% V 
weil 

P{:SCyGix, (f + y)) = :Sc,P{G{x, (f^-v)) 

und 

P{Gix,if + y)) = x^^" 
i^t. Daher muss 

/•>} = 2c,G{x,(f + v) 

üoln. 

So folgt X. B. aus der in $. 1 benutzten Relation 

Pixn = X^nx,Q) = :SfyiQ)x^^^ 

<llo Glolohung 

(16*0 :s:f,,{(f)G{x,(j+v) = x^. 

\i\vn Ut olne üinfnche Verification der Formel, welche oben durch eine müh- 
üMitia Hochnung abgeleitet wurde. 
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Wenn keine Wurzel der Gleichung /((>) = eine positive ganze Zahl 
oder Null ist, so lässt sich jede in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige 
und stetige Function von x in eine Reihe entwickeln, welche nach den 
Functionen 

Gix,0), G{x,l), . . . 

fortschreitet und innerhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises con- 
vergirt, in dessen Innern sowohl die zu entwickelnde Function als auch die 
Entwickelungsfunctionen eindeutig und stetig sind. 

Berlin, den 15. Aprü 1873. 
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Ueber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie 

der linearen Differentialgleichungen. 

(Von Herrn G, Frobenius.) 



\jbs allgemeine Integral einer gewöhnlichen Differentialgleichung l^^^ 
Ordnung hängt nicht von einer,' sondern von ^+1 unabhängigen Veränder- 
lichen ab, von denen die eine, nach welcher die gesuchte Function in der 
gegebenen Gleichung differentiirt wird, die Variable genannt wird, die flbrigen 
k aber, welche nicht in die Differentialgleichung eingehen, als willkflrliche 
Constanten bezeichnet werden. In Folge davon ist man gewohnt, eine Diffe- 
rentialgleichung als das Resultat der Elimination der willkärlichen Constanten 
aus einer Function und ihren Ableitungen aufzufassen. 

In der neueren Zeit aber hat sich noch eine andere, von der früheren 
etwas abweichende Anschauung ober die Differentialgleichungen geltend ge- 
macht. Man bemerkte nämlich, dass, wenn ein so unbestimmter Ausdruck er- 
laubt ist, die Integrale der Differentialgleichungen meistens in höherem Maasse 
vieldeutig sind, als ihre Coefficienten, dass also, um bei dem einfachsten Falle 
stehen zu bleiben, die Integrale von Differentialgleichungen mit eindeutigen 
Coefficienten in der Regel mehrwerthige Functionen sind. Daher ist es jetzt 
auch gestattet, die Differentialgleichungen als Gleichungen aufzufassen, in deren 
Coefficienten die Vieldeutigkeit der sie befriedigenden Functionen ganz oder 
zum Theil verwischt erscheint, und die deshalb zur Definition mehrwerthiger 
Functionen in besonderer Weise geeignet sind. 

Nach der ersten Anschauungsweise heissl eine Differentialgleichung 
?M^ Ordnung vollständig integriren: einen ihr genügenden Ausdruck angeben, 
der / von einander unabhängige willkürliche Constanten enthält; nach der 
zweiten: den Verlauf der sie befriedigenden analytischen Functionen durch 
die ganze Ebene, insbesondere in der Umgebung der Verzweigungs- und 
Unstetigkeitswerthe verfolgen. Die erste Aufgabe hat für die angewandte, 
die zweite für die reine Analysis höheres Interesse. Indessen ist nicht zu 
verkennen, dass der Unterschied zwischen beiden Betrachtungsweisen nicht 
so gross ist, wie es vielleicht den Anschein hat, und mehr die Form als die 
Sache angeht. 



V 
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Meine Bemähungen, den Begriff der Irreduclibililät, welcher för die 
ganze Mathematik und namentlich für die Theorie der algebraischen Glei- 
chungen von einer so hervorragenden Wichtigkeit ist, auch in die Lehre von 
den Differentialgleichnngen einzuführen, blieben so lange erfolglos, als ich die 
frühere Anschauungsweise festhielt. Den Grund davon wird eine Vergleichung 
mit den algebraischen Gleichungen leicht aufhellen. So lange man deren linke 
Seite als ein Product von linearen Facloren auifasst, sind sie stets reductibel. 
Geht man dagegen von einer auf irgend eine Weise, z. B. durch einen 
periodischen Kettenbruch gegebenen irrationalen Zahl aus und fragt nach den 
algebraischen Gleichungen mit rationalen Coefficienten , denen sie genflgt, so 
wird man sofort darauf geführt, die eine, welche in allen andern als Factor 
auftritt, als irreductibel, die übrigen aber als reductibel zu bezeichnen. 

Von der zweiten Anschauung über die Differentialgleichungen aus- 
gehend, nenne ich eine Differentialgleichung, deren Coefficienten in einem 
gewissen Theile der Ebene eindeutig defmirte analytische Functionen sind, 
irreductibel, wenn sie mit keiner Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
oder bei gleicher Ordnung niedrigeren Grades, deren Coefficienten in dem- 
selben Flächenstück einwerthige analytische Functionen sind, ein Integral ge- 
meinsam hat. Dieser Definition gemäss ist z. B. jede algebraische Differential- 
gleichung, unter deren Integralen sich algebraische Functionen befinden, re- 
ductibel, weil sie mit einer algebraischen Differentialgleichung nullter Ordnung 
Integrale gemeinsam hat. 

Weil aber von der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen wenig 
mehr, als der Satz des Herrn Weierstrass über die Existenz ihrer Integrale 
bekannt ist, so werde ich mich, um den Begriff der Irreductibilität zu er- 
läutern, auf die Differentialgleichungen von einer höheren als der ersten 
Ordnung beschränken, deren Theorie allein genauer erforscht ist, auf die 
linearen. Und da es mir bei der Einführung eines neuen Begriffs weniger 
auf Allgemeinheit, als auf Genauigkeit ankommt, so werde ich nur die zuerst 
von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 66, S. 146) untersuchte merkwürdige 
Klasse von homogenen linearen Differentialgleichungen in den Kreis meiner 
Untersuchungen ziehen, deren Integrale nur eine endliche Anzahl singulärer 
Stellen haben und an jeder derselben, a, mit einer endlichen Potenz von x—a 

(oder — für a = ^j mulliplicirt, endlich bleiben. Wenn eine solche mit 

einer anderen von derselben Beschaffenheit aber niedrigerer Ordnung ein In- 
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tegral gemeinsam hat, so soll sie reduclibel, im entgegengesetzten Falle irre- 
dactibel genannt werden. Wo im Folgenden von einer linearen Differential- 
gleichung schlechthin gesprochen wird, soll stets eine solche darunter verstanden 
werden. Ehe ich aber an die Herleitung der Eigenschaften der irreductibeln 
linearen Differentialgleichungen gehen kann, muss ich zwei Hölfssatze be- 
weisen, auf denen die weitere Entwicklung zum grössten Theile beruht. 

§.1. • 

Die Functionen yi, ^2? • • • yi seien durch l nach ganzen positiven 
Potenzen von x— Xu fortschreitende Reihen definirt, die innerhalb eines mit 
dem Radius r um den Punkt Xg beschriebenen Kreises sämmtlich convergiren. 
Wir beschränken alsdann die Veränderlichkeit von x vorläufig auf die Fläche 
dieses Kreises. Besteht zwischen diesen Functionen eine homogene lineare 
Gleichung mit consianten Coefficienten 

Ciyi+Ciy.A Vciyi = 0, 

so ergiebt sich, indem man dieselbe wiederholt differentiirt, und aus ihr und 
den l—X ersten aus ihr al^eleiteteu Gleichungen die Constanten Ci, C2, ... Ci 
eliminirt) das Verschwinden der Determinante 

in der yj/^ die {^^ Ableitung von y. ^bedeutet. Aber auch umgekehrt folgt 
aus dem Verschwinden des Ausdrucks D^ den wir die Determinante der 
FkHctio9ieH )fi, sfj, ... sfi nennen wollen, das Bestehen einer homogenen 
linearen Gleichung mit constanten Coefficienten zwischen den X Functionen. 

Um dies tu beweisen, nehmen wir zunächst an, dass die Unterdeter- 
minante (A— 1)^*» Grades^ D\ welche in der Entwicklung von D den Coeffi- 
cionlen von yi^^*^ bildet, nicht identisch verschwindet. Löst man dann die 
A*-l homt^^nen linearen Gleichungen 

I . • • • • 

w«ch dim Vnbt>kannten 5|, ^^ ... ^i auf, so erhält man gemäss unserer Vor- 
au)^^l»un)r Ittr die Verhältnisse 

. «■ • • • — ^i^-^-— 

»1 ' 5i ' ^l 
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völlig bestimmte endliche Functionen. Diese müssen in Folge der Annahme 
D = auch die Gleichung 

befriedigen. Mit Berücksichtigung derselben erhält man aus dem Gleichungs- 
system (A.) durch DifTerentiation das folgende: 

(B.) {*•»''' +^^»''' +-+^iyi'' = 0, 
1 • • • • • • 

in welchem z'^ die Ableitung von z^ bezeichnet. Da aber durch die Glei- 
chungen (A.) die Verhältnisse 



9 TT? • • • 



vollständig bestimmt werden, so müssen sich aus dem mit (A.) identischen 
Gleichungssystem (B.) für die Verhältnisse 



!& 



— — — — ^ • • • ■ 



dieselben Werthe ergeben, oder es muss für x = i^ 2, ... A— 1 

-?l — -JL d gx _ ß «x _. Cx 

»i ~" »^ ' da: ai "" ' «2 "" ci 

sein, wenn Cj, c^, ... c^ Constanten sind, von denen e;i willkürlich, aber von 
Null verschieden ist. Aus der ersten Gleichung des Systems (A.) folgt daher 

die Relation 

(C.) c^yi + c2y2 + '" + c^yi = 0. 

Wenn /)' = Oist, aber die Unterdeterminante (i — 2)*®° Grades /)", 
welche in D' den CoefGcionten von y[^S^^ bildet, nicht identisch verschwindet, 
so ergiebt sich auf demselben Wege eine Relation von der Form 

Ciyi+02y2+"'+ci-iyx-.i = 0, 

in welcher Ci^i von Null verschieden ist. Indem man so weiter schliesst, 
beweist man, dass auB der Annahme D = stets eine Gleichung von der 
Form (C.) folgt, in welcher die Constanten C|, c^^ ... Ci nicht sämmtlich 
verschwinden, wenn man bedenkt, dass auch die Gleichung yi=0 unter dieser 
Form enthalten ist. 

Im Folgenden sollen mehrere Functionen von einander unabhängig ge- 
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nannt werden, wenn zwischen ihnen keine homogene lineare Gleichung mit 
Constanten Coefficienten besteht. Alsdann können wir den Satz aussprechen: 

Wenn mehrere Functionen von einander unabhängig sind, so ist ihre 
Determinante von Null verschieden; wenn sie aber nicht von einander unab- 
hängig sind, so ist ihre Determinante gleich Null, 

Derselhc ist zunächst nur für das Innere des mit dem Radius r um 
den Punkt x^ beschriebenen Kreises bewiesen. Nach einem bekannten Theorem 
der Functionentheorie ergiebt sich daraus seine Gältigkeit für alle Theile der 
Ebene, nach denen hin man die l Functionen sämmtlich fortsetzen kann, vor- 
ausgesetzt, dass man unter t/i^ tfi^ ... t/i stets simultane Werthe dieser 
Functionen versteht, d. h. solche, welche sie annehmen, wenn sie alle auf 
demselben Wege forlgesetzt werden. 

Man leitet den bewiesenen Satz gewöhnlich aus der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen ab. Es kam mir hier darauf an, ihn unab- 
hängig von dieser Lehre zu begründen. 



§• 2 

Seien wieder eine oder mehrere Functionen t/, e, u), ... durch Reihen 
definirt, die nach ganzen positiven Potenzen von x — Xt^ fortschreiten und in 
der Umgebung des Punktes xb convergiren. Wir nehmen an, dass dieselben 
sich aber die ganze Ebene mit Ausschluss einer endlichen Anzahl singulärer 
Stellen fortsetzen lassen und an jedem singulären Punkte, a, mit einer end- 
lichen Potenz von x — a (oder — für «=00^ multiplicirt, endlich bleiben. 

Denkt man sich, dass die unabhängige Veränderliche x von o:,, aus alle mög- 
lichen durch keinen singulären Punkt hindurchfahrenden geschlossenen Wege 
durchläuft, so gehen die gegebenen Functionenelemente in die sämmilichen 
vorschiedonon Zweige der Functionen u, v, w, ... aber. Von diesen setzen 
wir voraus, dass sie sich alle* in der Form 

dnrstollon lassen, wo Cj, r^, ... ci Constanlen sind und j^i, jfj, .• t/i von 
oinnndor unabhängige Zweige der Functionen u, e, tc, ... bezeichnen, oder, 
um dio»o im Folgenden oft wiederkehrende Bedingung kürzer auszudrücken, 
wir nohmon an, dass unter den verschiedenen Zweigen der Functionen 
M, <«i tr» . . . nur l von einander unabhängige enthalten sind. 
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« 

Setzt man nun 

so ist D als Determinante von X unter einander unabhängigen Functionen von 
Null verschieden, und die lineare Differentialgleichung 

hat die Functionen y^^ y^^ ... yx und daher auch ihre linearen Verbindungen 
u, e, w, ... zu particulären Integralen. Durchläuft x irgend einen ge- 
schlossenen Weg, so verwandelt sich y^ der Annahme nach in einen Aus- 
druck von der Form 

c^iyi+c^2y2+'-+c,xyx, 

und daher gehen D, Dj, . . . Dx nach dem Multiplicationstheorem der Deter- 
minanten in sich selbst über, multiplicirt mit der Determinante 

Wenn die Constante C für irgend einen der geschlossenen Wege, die 
X durchlaufen kann, den Werth Null hätte, so würde D auf dieser Linie in 
CD = übergehen und mithin ein Zweig der Function D identisch ver- 
schwinden. Dann mflsste aber die analytische Function D überhaupt gleich 

Null sein, was nicht angeht. Da also C für jeden Weg einen bestimmten, 

CD 
von Null verschiedenen, endlichen Werth hat, so kann der Bruch -^ durch 

C gehoben werden, und folglich sind die Coefficienlen der linearen Diffe- 
rentialgleichung P = eindeutige Functionen von x. Da sie aber ebenso wie 

u^ e^ fDy . . . an jeder Stelle, a, mit einer endlichen Potenz von x—a (oder 
— für a = oo) multiplicirt, endlich bleiben, so müssen sie rationale Functionen 

X m ^ 

von X sein. Weil deren Nenner alle zusammen nicht unendlich oft ver- 
schwinden können , so besitzt die Differentialgleichung P = nur eine end- 
liche Anzahl singulärer Funkte*) und hat mithin. in Folge der Beschaffenheit 



^) Die singulären Punkte einer linearen Differentialgleichung sind nicht identisch 
mit den singulären Punkten der sie befriedigenden Functionen. Die letzteren sind 
diejenigen Stellen, an denen die Entwickelbarkeit der Integrale, die ersteren diejenigen, 
an denen, falls der Coefficient der höchsten Ableitung gleich Eins ist, die Entwickel- 
barkeit der CoefBcienten nach ganzen positiven Potenzen der Aenderung des Argu- 
ments aufhört. Zu den singulären Punkten der Differentialgleichung gehören ausser 
den singulären Punkten der Integrale noch die ausserwesentlich singulären Stellen. 
(Vergl. die Abb. des Herrn Fmcä«, dieses Journal, Bd. 68, S. 378.) 
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ihrer Integrale die Form 

yfo p, pi^ . - . Px ganze Functionen sind, p keinen quadratischen Divisor hat, 
und p^y wenn p vom u^^^ Grade ist, den x{u — \Y^^ Grad nicht überschreitet. 
Damit ist der Salz bewiesen: 

Wenn mehrere über die ganze Ebene fortsetzbare analytische Fttnclio- 
nen nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen haben und an jeder derselben, 
mit einer endlichen Potenz der Aetiderung des Arguments mulliplicirl , endlich 
bleiben, und trenn unter ihren verschiedenen Zweigeti nur X eon einander un- 
abhängige enthalten sind, so genügen sie einer linearen Differentialgleichung 
Ater Ordnung, 

Functionen der angegebenen Art sind z. B. die Wurzeln einer alge- 
braischen Gleichung, deren Coefficienten rationale Functionen einer Variablen 
sind. Von diesen gilt also der Satz: 

Wenn sich die Wurzeln einer algebraischen Gleichung durch l unter 
ihnen und nicht durch weniger als a linear mit constanlen Coefficienten aus- 
dhickcn lassen, so genügen sie einer linearen Differentialgleichung A^^r Ordnung. 

Man kann umgekehrt die Frage aufwerfen, unter welchen Bedingungen 
eine lineare Differentialgleichung algebraische Integrale hat. Wenn eine Diffe- 
rentialgleichung durch eine Wurzel y einer irreductibeln algebraischen Glei- 
chung zwischen a? und ff befriedigt wird, so müssen ihr auch die sämmtlichen 
verschiedenen Zweige der Function y, d. h. alle Wurzeln jener irreductibeln 
Gleichung genügen. Wenn diese sich durch u von ihnen linear mit constanten 
Coofliciontou ausdrücken lassen.» so genügt y einer linearen Differentialglei- 
chung .11^*'^ Ordnung^ die nur algebraische* Integrale hat, während die geg^ene 
Diireronlinlgleichung ausserdem noch andere haben kann. Die Frage nach 
dtM* IntograbiUtÄl einer linearen Differentialgleichung durch algebraische 
Kunottonen lorlegt sich somit in die z\xei Fragen, ob eine lineare Diffe- 
n^nlialtftoichung mit einer andern niedrigerer Ordnung Integrale gemeinsam 
hau und ob sie nur algebraische Functionen zu Integralen hat*). Und das 
t^r^lcre IVoblom ist es, auf das ich in diesem Aufsätze die Aufmerksamkeit 
»u loukeu wünsche. 



*^ VciVl* -^^'^ oeuvrcs cinupWtes, Tom. IL, pag. 189. 
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§. 3. 

Wir gehen nach diesen vorbereilenden Salzen an die Exposition des 
in der Einleitung defmirten Begriffs einer irreduclibeln linearen Differential- 
gleichung. 

Unter den sämmtlichen Zweigen einer Function, die einer linearen Diffe- 
rentialgleichung /.ter Ordnung mit eindeutigen Coefficienten genügt, können nicht 
mehr als / von einander unabhängige enthalten sein. Befinden sich unter ihnen 
nur // solche, wo ft<Zl ist, so genügt die Function nach dem im §. 2 ent- 
wickelten Satze einer linearen Differentialgleichung /li^^^ Ordnung, und mithin ist 
die gegebene Differentialgleichung i^^r Ordnung reductibel. Daraus folgt umgekehrt : 

I. Die Anzahl der unter einander unabhängigen Zweige jedes par-- 
ticulären Integrals einer irreduclibeln linearen Differentialgleichung ist genau 
gleich der Ordnung der Differentialgleichung. 

Wenn aber die Differentialgleichung l^^^ Ordnung reductibel ist und 
mit einer u^^^ Ordnung (,a < l) ein Integral gemeinsam hat, so befinden sich 
unter den verschiedenen Zweigen dieser Function, da sie einer linearen Diffe- 
rentialgleichung /i^er Ordnung genügt, nicht mehr als //, jedenfalls also weniger 
als l von einander unabhängige. Daraus schliesst man: 

II. Unter den Integralen einer reductibeln linearen Differentialglei-- 
chung befinden sich stets einige y unter deren verschiedenen Zweigen weniger 
eon einander unabhängige enthalten sind, als die Ordnung der Differential-^ 
gleichung angiebl. 

Wenn eine Function y eine lineare Differentialgleichung befriedigt, so 
genügen derselben auch die sämmtlichen verschiedenen Zweige dieser Function 
Angenommen, y ist ein Integral einer irreduclibeln Differentialgleichung /tter 
Ordnung, so befinden sich unter ihren verschiedenen Zweigen genau u von 
einander unabhängige j/i, y^^ ... j(^, durch die sich alle andern linear aus- 
drücken lassen. Wenn nun y noch einer andern Differentialgleichung, a^<^^ 
Ordnung, genügt, so müssen auch j/^, 1/2, ..• y^^ dieselbe befriedigen und 

folglich auch der Ausdruck c^yi-^- c^y^A h^/i^^^ in dem die Constanten 

Cx, C2, ... c^ ganz willkürlich sind, d. h. , das allgemeine Integral der irre- 
duclibeln Differentialgleichung. Somit gilt der Satz: 

III. Wenn eine lineare Differentialgleichung mit einer irreduclibeln 
ein Integral gemeinsam hat, so hat sie auch alle Integrale mit ihr gemeinsam, 

W^enn eine Differentialgleichung k^^^ Ordnung reductibel ist, so hat sie 
mit einer .«^^r Ordnung (a < ?.) ein Integral y gemeinsam. Die verschiedenen 

31* 
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Zweige dieser Function lassen sich durch einige von ihnen, j^i, j^2, ... y^, 
die unter einander unabhängig sind, linear ausdrucken. Ihre Anzahl v kann 
höchstens gleich /ll sein. Dann genagt y nach dem Satze des §. 2 einer 
Differentialgleichung v^^^ Ordnung, deren allgemeines Integral Cj^i+CzyaH — h^y^y 
ist. Jeder Differentialgleichung, der y genügt, mfissen aher auch j(i, j^a? • • • yy 
genügen. Daher befriedigt Ciy,+ C2y2H Hc^yy die reduclible Differential- 
gleichung A*®r Ordnung. Daraus fliesst der Satz: ^ 

IV. Wenn eine lineare Differentialgleichung reductibel ist, so giebt es 
eine lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung^ mit der sie alle Inte- 
grale gemeinsam hat. 

Die letztere kann wieder reductibel sein. Dann giebt es wieder eine 
lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit der sie alle Integrale 
gemeinsam hat, und wenn diese noch nicht irreductibel ist, auch für sie eine. 
Da aber die Ordnungen dieser verschiedenen Differentialgleichungen eine ab- 
nehmende Reihe bilden, die nicht mehr als l Glieder enthalten kann, so 
schliesst man: 

V. Wenn eine lineare Differentialgleichung reductibel ist, so giebt es 
eine oder mehrere irreductible Differentialgleichungen, mit denen sie alle Inte- 
grale gemeinsam hat. 

Ich mache aber gleich darauf aufmerksam, dass es hier nicht, wie bei 
den reductibeln algebraischen Gleichungen stets mehrere irreductible Diffe- 
rentialgleichungen geben muss, mit denen eine reductible alle Integrale ge- 
meinsam hat, und dass, wenn es mehrere giebt, die Summe ihrer Ordnungen 
kleiner sein kann, als die Ordnung der reductibeln Differentialgleichung. 



§ 4. 

Wenn die lineare Differentialgleichung P = mit der linearen Diffe- 
rentialgleichung niedrigerer Ordnung ^ = alle Integrale gemeinsam hat, so 
kann sie, da sie ausserdem Integrale hat, welche Q nicht annuUiren, auch 
singulare Stellen haben, an denen die Nenner der Coefficienten von Q nicht 
verschwinden. Umgekehrt kann aber auch die Differentialgleichung P = 0, 
trotzdem alle ihre Integrale die Gleichung P = befriedigen, singulare Stellen 
haben, an denen die Coefficienten von P nicht unendlich werden. Ist a eine 
solche, so kann hier freilich kein Integral der Differentialgleichung ^ = 
unstetig werden oder sich verzweigen, da sonst auch ein Integral von P = 
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und folglich auch diese Differenlialgleichung selbst an a einen singulären Punkt 
hätte. Daher niuss a ein ausserwesentlich singulärer Punkt der Differential- 
gleichung ^ = sein. 

Der Unterschied zwischen einem nicht singulären und einem ausser- 
wesentlich singulären Punkte einer Differentialgleichung .uter Ordnung ^ = 
besteht bekanntlich darin, dass an einer nicht singulären Stelle a sich fi Inte- 
grale finden lassen, deren Entwickelungen nach ganzen positiven Potenzen 
von x — a der Reihe nach mit 

{x-af, {x-ay, . . . {x-ay 

anfangen, an einer ausserwesentlich singulären Stelle a aber jlc Integrale, 
deren Entwickelungen nach ganzen positiven Potenzen von x-^a mit 

beginnen, wo die unter einander verschiedenen positiven ganzen Zahlen (»i, 
(^2? ••• ^f4 nicht mit den Zahlen 0, 1, ... .u— 1 übereinstimmen^ also nicht 
sämmtlich kleiner als u sind. Ist 

und 

SO sind pi, P29 • • . (f^ die Wurzeln der Gleichung /t^en Grades 

/(«, e) = 0, 

welche Herr Fuchs die zum singulären Punkte a gehörige delerminirende 
Fundamentalgleichung nennt. Wenn eine ihrer Wurzeln grösser als A— 1 ist, 
so ist a auch für die Differentialgleichung V-^^ Ordnung P = ein ausser- 
wesentlich singulärer Punkt. Daraus ergiebt sich der Satz: 

I. Wenn eine lineare Differentialgleichung mit einer andern niedrigerer 
Ordnung alle Integrale gemeinsam fiat, so sind alle singulären Punkte der 
letzteren, welche es nicht zugleich für die erslere sind, ausserwesentlich singu- 
lare Punkte, für welche die Wurzeln der zugehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung kleiner als die Ordnung der ersten Differentialgleichung sind. 

Wenn eine Differentialgleichung reductibel ist, so giebt es eine Diffe- 
rentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit welcher sie alle Integrale gemein- 
sam hat. Nun hat die letztere in der Umgebung einer singulären Stelle a 
stets solche Integrale, die bei einem Umlauf der Variablen um den Punkt a 
in sich selbst, mit einer Conslanten multiplicirt, übergehen. Daher muss eins 
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derjenigen Integrale der reduclibeln Differenlialgieichung, welchen dieselbe 
Eigenschaft zukommt, einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung genügen. 
Die Anzahl dieser Integrale ist im Allgemeinen eine endliche, wenn man zwei 
Integrale, deren Quotient conslant ist, nicht als verschieden betrachtet. Wenn 
die reductible Differentialgleichung nicht gerade von dieser Regel eine Aus- 
nahme macht, so kann man eine bestimmte Anzahl von ihren Integralen an- 
geben, unter welchen sich die befinden müssen, die eine Differentialgleichung 
niedrigerer Ordnung befriedigen. Da dieser allgemeine Fall somit eine be- 
sondere Beachtung verdient, so stellen wir uns die Aufgabe, die Bedingungen 
zu ermitteln, unter denen er keine Ausnahme erleidet. 

Wenn ein Integral einer linearen Differentialgleichung )M Ordnung 
bei einem Umlauf von a; um a in sich selbst, mit r multiplicirt, üi)ergeht, so 
ist r eine Wurzel einer bestimmten Gleichung a^gü Grades, welche Herr Fuchs 
die zum singulären Punkte a gehörige Fundamentalgleichung nennt. Ist r 
eine einfache Wurzel derselben, so giebt es nur ein einziges Integral, welches 
bei einem Umlauf der Variablen um a mit r multiplicirt wird (vergl. d. Abh. 
d. Herrn Fuchs, dieses Journal, Bd. 66, S. 132, insbesondere das Gleichungs- 
system (5.)). Ist aber r eine (;^+l) fache Wurzel, so entsprechen ihr genau 
x+i unter einander unabhängige Integrale. Diese haben in der Umgebung 
von a die Gestalt 

y = (f'ii+(pi^og{x-'a) + ''' + (p^{\og(x-a))% 

wo ^0, (fi^ ... (f^ Functionen sind, die bei einem Umlauf von a; um a in 
sich selbst mit r multiplicirt übergehen, und die auch zum Theil identisch 
verschwinden können. Der Exponent der höchsten in diesen Integralen wirk- 
lich vorkommenden Potenz von log(a? — o) kann nicht grösser als x sein. 
Wenn er gleich x ist, so entspricht der Wurzel r nur ein einziges Integral, 
in dem keine Logarithmen vorkommen. 

Dem Beweise dieser Behauptung schicken wir eine allgemeine Be- 
merkung voraus. Ist tfu ein Integral von der Form 

y^. = 9^^,n+9'^«,ilog(a?-a) + --- + 9>...,u(log(a:--a))'', 

wo ^M,<^ ^on Null verschieden ist, so geht y^ bei einem Umlauf von x um a 
in y^i + ^^H^yfA^i über, wo 

ya-i = 9^^-i,o+V5^-i,ilog(a:-a) + --- + 9?^_,,^^i(log(aj-a))^-' 

ist, und 95^-1,^-1 = y^,^ , also von Null verschieden ist. Da y^^^ ebenfalls ein* 
Integral der Differentialgleichung sein muss, so schliessen wir daraus: Wenn 
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der Wurzel r ein Integral entspricht, in welchem die höchste vorkommende 
Potenz von \og{x — a) die a^® ist, so entspricht ihr auch ein Integral, in 
welchem diese Potenz die r^^ \^[^ ^vo y irgend eine Zahl von bis ,a— 1 
sein kann. 

Wenn daher der Wurzel r ein Integral entspricht, in welchen^ die 
höchste auftretende Potenz von log(a; — a) die yc^^ ist, so entsprechen ihr 
x+i Integrale, y,,, y,, ... y^, in denen diese Potenz der Reihe nach die 
0^®, 1^®, ... x^^ ist, und die desshalb unter einander unabhängig sind. Da 
einer (;f+l) fachen Wurzel r nicht mehr als x+i von einander unabhängige 
Integrale entsprechen, so muss sich jedes Integral, y,',, das bei einem Umlauf 
von j; um a in sich selbst mit r multiplicirt, üb.ergehl, in der Form 

darstellen lassen'; Vergleicht man auf beiden Seiten dieser Gleichung die 
Coefficienten von (log(a:— a))% so erkennt man, dass c^ = ist; vergleicht 
man dann die von {log (x—a)y~\ so findet man, dass auch c^_, = ist, u. s. w. 
Daher ist y,', = Co^o, also von y^ nicht verschieden. 

Damit umgekehrt die Differentialgleichung nur ein einziges Integral 
besitzt, welches bei einem Umlauf von x um a in sich selbst übergeht, multi- 
plicirt mit der (;f4-l) fachen W^urzel r der zu a gehörigen Fundamentalglei- 
chung, darf der Exponent der höchsten Potenz von log(x— a), welche in den 
der Wurzel r entsprechenden Integralen vorkommt, nicht kleiner als x sein. 
Sei, um dies zu beweisen, «/„ das Integral, das bei einem Umlaufe von x um 
a mit r multiplicirt wird. Ist ;^>0, so muss die Differentialgleichung noch 
andere zur Wurzel r gehörige Integrale haben, und da j^„ das einzige Integral 
seiner Art sein soll, so müssen dieselben Logarithmen enthalten. Nach der oben 
gemachten Bemerkung muss aber, wenn der Wurzel r überhaupt Integrale mit 
Logarithmen entsprechen, sich unter ihnen auch eins von der Form 

befinden. Da nach einem Satze des Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 68, 
S. 356) der Coefficienl der höchsten in einem Integrale auftretenden Potenz 
vor> log(x— a) ebenfalls die Differentialgleichung befriedigt, und da derselbe 
bei einem Umlaufe von x um a mit r multiplicirt wird, so muss, bei passender 
Verfügung über den in y, enthaltenen constanten Factor, y, i = y„ und daher 

t/i = (Pi,n-TyJog{x-a) 
sein. Wenn noch ein zweites Integral exislirt, in welchem die höchste vor- 
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kommende Potenz von log(x— a) die erste ist, so bat es die Form 

Daher ist 

weil diese Differenz zweier Integrale die Differentialgleichung befriedigt und 
bei einem Umlauf von x um a mit r multiplicirt wird. Jedes der Wurzel r 
entsprechende Integral, welches log(a;— a) nur in der ersten Potenz enthält, 
lässt sich also durch y^ und yi linear ausdräcken. Wenn aber ;f >> 1 ist, so 
entsprechen der Wurzel r mehr als zwei unter einander unabhängige Inte- 
grale. In diesen müssen also höhere Potenzen von \og{x—a) auftreten, und 
folglich giebt es unter ihnen 'auch eins von der Form 

^2 = y2.o+y2,llog(a?-a)-^yo(log(a:-a))^ 

Ist 

Vi = 9^2,0 +<lpi,i log (a?-a)+yü (log (a:-a))' 

ein zweites von derselben Form, so ist 

yi - ^2 = (9^i.,, - 9^2,o) + (^2.1 - ^2,0 log (o? ~ a) = Cij ^0 + c, y 1 . 

Daher lassen sich alle Integrale, welche log(a; — a) höchstens in der zweiten 
Potenz enthalten, durch y^^ j^i, y2 linear ausdrücken. Indem man so weiter 
schliesst, erkennt man, dass wenn der Wurzel r nur ein einziges Integral 
ohne Logarithmen entsprechen soll, die höchste Potenz von log (a;—a), welche 
in den der Wurzel r entsprechenden Integralen vorkommt, die y!^^ sein muss. 
Wir können also den Satz aussprechen: 

II. Damit eine lineare Differentialgleichung nur eine endliche Anzahl 
eon Integralen besitzt^ welche bei einem Umlauf der Variablen x um eine sin- 
guläre Stelle a in sich selbst^ mit einer Constanten multiplicirt, übergehen, ist 
nothwendig und hinreichend , dass die Wurzeln der zum Punkte a gehörigen 
Fundamentalgleichung entweder alle unter einander verschieden sind, oder dass 
die höchste Potenz von log(a?— a}, welche in den einer (x+i) fachen Wurzel 
entsprechenden Integralen wirklich vorkommt, die y^^ ist. 

Erinnert man sich nun des Ausgangspunktes dieser ganzen Entwicke- 
lung, so gelangt man zu dem Satze: 

III. Wenn die Wurzeln der Fundamentalgleichung, welche zu einer 
Singular en Stelle a einer reductibeln linearen Differentialgleichung gehört, alle, 
unter einander verschieden sind, oder wenn die höchste Potenz von logfa:— a), 
welche in den einer {x+i) fachen Wurzel entsprechenden Integralen vorkommt. 
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die y.^^ ist, so muss eins der Integrale, welche in der Umgebung ton a keine 
Logarithmen enthalten, und deren Anzafil höchstens gleich der Ordnung der 
Differentialgleichung ist, einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung genügen. 

Wenn man nun eine Differentialgleichung /ter Ordnung, die einen sin- 
gulären Punkt von der angegebenen Beschaffenheit besitzt, integriren kann, 
d. h. wenn man den Verlauf ihrer Integrale durch die ganze Ebene zu ver- 
folgen vormag, so wird man durch diesen Satz in den Stand gesetzt, die 
Frage, ob sie reductibel oder irreductibel ist, zu entscheiden. Man hat näm- 
lich nur zu ermitteln, ob sich unter den Integralen, die bei einem Umlauf von 
(T um a in sich selbst, mit einer Constanten multiplicirt, übergehen, eins be- 
findet, unter dessen verschiedenen Zweigen weniger als l von einander un- 
abhängige enthalten sind. Zur Ausführung dieser Untersuchung ist nur die 
Kenntniss der linearen Relationen erforderlich, welche zwischen den Integralen 
der verschiedenen, den einzelnen singularen Punkten entsprechenden Funda- 
mentalsysteme bestehen *). 

Ip besonders einfacher Weise lässt sich die Bedingung dafür, dass eine 
gegebene Differentialgleichung l^^ Ordnung mit einer /t^^r Ordnung alle Inte- 
grale gemeinsam hat, angeben, wenn keine der zu den singularen Punkten 
gehörigen Fundamentalgleichungen mehrfache Wurzeln hat. Man verbinde 
eine Verzweigungsstelle a mit allen andern durch Linien L, die durch keinen 
Verzweigungspunkt hin durchführen. Das bei der gemachten Annahme voll- 
ständig bestimmte System der Integrale, welche bei einem Umlauf um eine 
Verzweigungsstelle in sich selbst übergehen, multiplicirt mit den verschiedenen 
Wurzeln der zu ihr gehörigen Fundamentalgleichung, soll das diesem singu- 
laren Punkte entsprechende Fundamentalsystem genannt werden. Es seien 
Vi^ tfi'i ' * tfi ^'ß Inlegrale des zum Verzweigungspunkto a, »„ äj? . • • ^i die 
des zu einem andern b gehörigen Fundamentalsystenis, und es verwandle sich 
y^, wenn es von a längs der nach b führenden Linie L fortgesetzt wird, in 

Cx,i«i+ c,,2Ä2H hCx,i«i- Alsdann müssen unter diesen l linearen Ausdrücken 

fjt sein, welche von den l Functionen j5i, «2«) • • • ^1 nur fi enthalten, oder es 
muss, bei passend gewählter Bezeichnung der Integrale, auf der Linie L 

y\ i» c,,, Ä,+ c,,2 Ä2+ • • • + c,,^ «,,, 

^2 in c,., «,+ c,,:8 S2-\ h c^^u ««^ 

•• • • ••• • 

y^ in c^,iai+c^,2«2+--- + c^,i,Ä^ 



*) Vergl. über diese Relationen d. Abh. d. Herrn Fuchs, dieses Journal, Bd. 75 S. 212. 
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übergehen, während die Coefficienlen Cj,^^!., Cj,^+2i ... c,^2, Cj^+m ••• c^jl 
sammtlich verschwinden. Dass diese Bedingung fOr den auf den Linien L 
auszuführenden Uebergang von a zu jedem andern Verzweigungspunkte er- 
füllt wird, ist noth wendig und hinreichend, damit die gegebene Differential- 
gleichung l^^^ Ordnung mit einer fi^^^ Ordnung alle Integrale gemeinsam hat. 

Die Nothwendigkeit dieser Bedingung folgt aus dem oben entwickelten 
Satze, nach welchem, da keine der zu den Verzweigungspunkten gehörigen 
Fundamentalgleichungen mehrfache Wurzeln besitzt, fi von den Integralen des 
jedem singulären Punkte entsprechenden Fundamentalsystems der Differential- 
gleichung /i^ei* Ordnung genügen müssen. Dass sie aber auch hinreichend 
ist, erkennt man, indem man jeden von einem Punkte a' in der Umgebung 
von a ausgehenden geschlossenen Weg nach der Puiseuxschen Methode durch 
eine Reihe von Elementarcontouren ersetzt, d. h. von geschlossenen Strecken, 
die von a längs der a mit einem andern Verzweigungspunkt b verbindenden 
Linie L nach einem nahe vor b liegenden Punkte b' dieses Weges, dann von 
b' in einem sehr kleinen Kreise um b herufn und zuletzt von b' längs L nach 
a! zurückführen. 

Wenn demnach keine der zwei singulären Punkten einer linearen Diffe- 
rentialgleichung l^^^ Ordnung zugehörigen Fundamentalgleichungen mehrfache 
Wurzeln hat, und wenn in den linearen Relationen, welche bei einer be- 
stimmten Verbindung dieser beiden Stellen die Integrale des der einen ent- 
sprechenden Fundamentalsystems durch die Integrale des der andern entspre- 
chenden ausdrücken, keiner der T Coefficienten verschwindet, so ist die Diffe- 
rentialgleichung irreductibel. Dies ist auch schon der Fall, wenn sich unter 
den linearen Ausdrücken für die k Integrale des dem ersten Punkte ent- 
sprechenden Fundamentalsystems nicht .a finden lassen (/i = l, 2, . . . A— 1), 
welche nur fi von den Integralen des dem zweiten Punkte entsprechenden 
enthalten. 

§. 5. 
Als Beispiel für die eben entwickelte Lösung des aufgestellten Problems 
will ich die Differentialgleichung 

x{i^x)y"+{y-(a+ß+i)x)y^aßy = 
behandeln, der die hypergeometrische Reihe 

^K^yPyYy^) = ^'r — X^ y(y4.1)f ;2 — ^ +'•• 

genfigt. Ihre singulären Stellen sind die Punkte 0, oo und 1. Damit an 
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keiner derselben in den Entwickelungen der Integrale Logarithmen auftreten, 
nehmen wir an, dass y, a+ß—y und a— /3 keine ganzen Zahlen sind. Als- 
dann hat keine der zu den Verzweigungspunkten gehörigen Fundamental- 
gleichungen mehrfache Wurzeln. Die den singularen Stellen entsprechenden 
Fundamentalsysteme werden gebildet*) 

für den Werth oo von den Integralen 

«' = 0X«* «-y+i' «-^+1' t)' *' = (t/Kä /5-y+i, /?-«+!, ■^), 

für den Werth von 
u = F(«, ß, r, ^). w' = x'-yF{a^r+l, ß-r+i, 2-y, x}, 

für den Werth 1 von 
w = Fia,ß,a+ß-y+i,i-x), w = (l-a:)''~"-^'F^>-a,y-/?,y-a-/9+l,l-x). 

Um diese Functionen eindeutig definiren zu können, schliessen wir die 
negative Abscissenaxe vom Gebiete der Variabein x (oder \—x bei %d und «?') 
aus, indem wir längs derselben durch die Conslructionsebene einen Schnitt 
führen. In der so entstandenen Fläche ist die Function log(a;) eindeutig de- 
finirt, wenn ihr im Punkte 1 der Werth ertheilt wird, ebenso die Function 
oj" auch für gebrochene und irrationale Werthe des Exponenten, wenn dafür 
der durch die Gleichung 

bestimmte Werth genommen wird. Für die Stelle a wählen wir den Punkt 1, 
weil der Convergenzbereich der Reihen w und w' sowohl mit dem der Reihen 
u und u\ als auch mit dem der Reihen e und f>' ein Stück gemeinsam hat. 
Aus diesem Grunde ist es hier auch unnöthig, die Stelle 1 mit den Punkten 
und oo durch Linien zu verbinden. Zwischen den Integralen der den ver- 
schiedenen singularen Punkten entsprechenden Fundamentalsysteme bestehen 
dann folgende Relationen: 

_ n(r-cc-ß)n{-r) fi(Y^a-ß)n(y^2) , 

__ ma + ß-r^nCß^a-i) J7(« + /g-;0i7(ft-/g~l) , 

^ "■ n{ß-r)mß-i) ^"*" JI(a-y)JT(a-l) ^' 

, __ JI(y-g-/9)J7(/g-g— 1) mr — a — ß)n (a- ß-i) , 



*) Die hier benutzten Eigenschaften der hypergeometrischen Reihe findet man in 
der Abhandlung des Herrn Kummer, dieses Journal, Bd. 15, S. 52—60 uud in Gauss* 
Werken, Bd. 3, S. 207—220. 
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[|M>«e '"iiiiiiiBWLiii 9M itr aOe F^kDr fa* FliclMiistfiGke gültig, 
7<Mfrne r«i ^l«r«reeaLUlcieiiJMa tier Jif üirer rtdbrca nd aof ihrer linken 

Jmmat n» jg g g M ! » Diftii ■iriLliiii fi^ij. xwc&cr OrdBoog reductibel 
if. ifsA mi -tiier -rser ' IrniHe «m Ottesriat seaanm haU muss entweder 
s eoes ler jetiies Jrosaw&e rir «* äer der CocScinlca verschwinden 
Hier s eoen mt i^Mes Aosarncke £&r ir'. Dto 17^ x fftr keiien endlichen 
W«^frlL ni}K r nerscniii— i ' imä fSr aÜe m i ^Mi f ea eiBam Zahlen unendlich 
iT^» vmt. fe «er icr Jioas» Ajniiidi der abifem fihni—gfn, dass diese 
3e«izae?n8: -rrSilt «r. tu» larwe^er <z oder .f* aitar 7--« (oder y—ß) eine 
iTtssfr 2mi !Bu Ihiiaam ar «e poaiiiFe ganae ZaU ader XalL so ist dem- 
Bdi lie jrsFnanar liii n wiatg^ti iihmiR m fiiüfündcm ack FiDea reductibel: 

t^y^l^ bi Foiee der btf h ■aif n B ela iia M 



« =^- ir u^:-^U 7- — L4---X =x-' l~x^r-*-»='FJ~e,l-A2-y,a?). 



■ 

i}a »er t-^ = ~r ast^ so briirbt die Reihe F\\-€i^\-ß,2-Y,x) 
jn iitii Sütlt duie xane Fmdioa y^° Grades dar. Die Gleichung 

hek «ie WH M$ der iinearea Difereatial^eichong zweiter Ordnung ersdien 
s^.^^, ^^ ^inf^ j^n Snito Seile genügt, keine mehrfachen Wurzeln. Daher ist 

m = lV-"J':i-xy-^'='(x-o,}(x-o,}...(ic-öJ, 
Uli lite tfntesea 0^ 1. äi* «2^ • • «^ sammtlich unter einander verschieden 
>itia. Die Stellen «i. a,, ... a, sind die aasserwesentlich singulären Punkte 
4MH^ r>itfi»retttialtfteichnnjsr erst» Ordnanir« welche von den Integralen n\ 0' 
enU «^\ aie sich nur nm constante Fadoren unterscheiden, befriedigt wird. 
Die Expeaenten. zu denen das Inlegral der linearen Differentialgleichung 
«r^!er Ordattag in den Imgeknngen dieser Punkte gehört, sind dem oben ent- 
^iirkeltett Satie ^r^^wtes kleiner als die Ordnung der redoclibeln Differential- 
^eichun^. also saaiafcllWi |*Mck t 

5> le r. In di«eai Falle ist 

ete^ Mnte FnacH^ »^* Grades, und die lineare Differentialgleichung erster 
iVJIniitf, ^ ^ ^ ^>^ ^ ftnifen. hat nur aasserwesentlich singulare Stellen. 
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3) y^a = v+i. In diesem Falle ist 

nebst f) und w das Integral der DifTerentialgleichung erster Ordnung. 

4) j/_cc = — y. In diesem Falle genagt 

nebst u und e der Differentialgleichung erster Ordnung. 

Durch die Verlauschung von a mit /^^ bei welcher die Differential- 
gleichung ungeändert bleibt , ergeben sich daraus die übrigen vier Fälle. 
Die ermittelten Bedingungen lassen sich folgendermassen zusammenfassen: 

I. Damit die Gausssche Differentialgleichung reductibel sei, ist noth- 
wendig und hinreichend^ dass eine der hypergeometrischen Reihen mit dem 

eierten Elemente x^ l—o?, — , -7 , , r^ welche, mit einer Potenz 

ton X oder \—x multiplidrt ^ ihr genügen^ nur aus einer endlichen AnzdU 
ton Gliedern besteht. 

Um die Bedeutung dieser Bedingung in ein helleres Licht zu setzen, 
wollen wir als ein zweites Beispiel die allgemeine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit drei singulfiren Punkten behandeln, dabei aber einen andern 
Weg einschlagen, der die Kenntniss der Relationen, die zwischen den Inte- 
gralen der den verschiedenen Yerzweigungspunkten entsprechenden Funda- 
mentalsysteme bestehen, nicht voraussetzt. Diese Differentialgleichung, welche 
zuerst von Riemann (Beiträge zur Theorie der durch die Gatf^^sche Reihe 
Fya^ß^Y^x) darstellbaren Functionen) vollständig integrirt ist, besitzt die 
merkwärdige Eigenschaft, dass ihre Constanten vollständig bestimmt sind, 
wenn die Exponenten gegeben sind, zu welchen die Integrale der den sin- 
gulären Punkten entsprechenden Fundamentalsysteme gehören. (Vergl. die 
Abb. des Herrn Fuchs^ dieses Journal, Bd. 66, S. 160.) Durch eine lineare 
Transformalion der unabhängigen Veränderlichen kann man die drei singu- 
lären Stellen stels nach den Punkten 0, 00 und 1 verlegen. Sind dann a 
und a' die Wurzeln der zu 0, ß und ß' die der zu cc, j" und / die der zu 
1 gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, so hat die Differential- 
gleichung die Gestalt 

x\i^xr'y''-^{{a + a'^i) + {ß+ß'+i)x)x{t^x)y' 

+ (a«'+(y/««a'« /?/?> + /?/? V)y = 0. 
Die Summe der Wurzeln der zu den singulären Punkten gehörigen deter- 



^r^fr#s«M, Aer bredmetiUttM Km m rtr DifercHÜalgleidiungen. 

mimreadea Fnuboieiital^eidiaife« ist rack einem Satze des Herrn Fuchs 
(dieses Jovraal Bd, 66 S. 1-12 und 145) bei einer Differentialgleichung k^^^ 

Ordnnng mit u esdlicfaem singniares Ponkten gldch (/i—l) ~ ' Daher 



sein. Ein Integral einer linearen DifferentinlgldchoDg erster Ordnung geht 
nnf jedem geseUo^e^» Wege in sick selbst, mit einer Constanten multl- 
plicirt. über. Dnker kann eine lineare Verbindung der beiden Integrale de^ 
n einer singnlnren Steife gehörigen Fondamentalsyslems mit zwei Coef- 
fcienten. die beide Ton XaO Tersdiieden sind, nicht eine Differentialgleichung 
erster Ordnnmg befriedigen, es mnsste denn die Differenz der beiden Expo- 
nenten eine ganze Zahl sein nnd trotzdem die Entwickinngen der Integrale 
keine Logarfthaen enthalten. Wenn riso die gegebene Differentialgleichung 
rednctibel bt« so erkennt man daraus* dass, möge jene Differenz eine ganze 
ZakI sein oder nickt« stets das ihrer Integrale, welches einer Differentialglei- 
cknng erster Ordnu^ genftgt« zn einem der beiden dem singularen Punkte 
tnt c f ce c k e n d e n Ejqponenlen gehören mnss. Die Bezeichnung der Wurzeln 
der an den sin^iren Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalglei- 
cknngen :s^ si> gewikit« dass das der Differentialgleichung erster Ordnung 
feni^ndtf> Integral in den Umgebungen der Punkte 0, oo, 1 zu den Expo- 
nentiNi «^ 4< X gehört. 

Die aUgemeine Form einer Differentialgleichung erster Ordnung ist 

-•_(— ^_ + _f:i-4-.. + -^^)y = 0, 

die ihres Integrals also 

y = C(a?-ö,)"'(a:-a,)^..(a?-a^)V. 

Ihr«^ singniAren Stellen sind die Punkte a., o,, ... a^,, oo, Ist a^^ der Ex- 
IHm^'nt^ der zum Punkte oo gehört, so ist 

« +«i+"* + «^ = 0. 
Ute Differentialgleichung erster Ordnung, mit der die gegebene ein Integral 
fi^meinsam hat, kann ausser den Punkten 0, oc und 1 nur noch ausserwesent- 
lioh singulare Slollon haben, deren Exponenten kleiner als 2, also gleich 1 
nein mflssen. Daher hat ihr Integral die Gestalt 

y « (V(l — x^Car— a,)(a:-a,)...(a:— flj, 
WO dio Uröniion 0« 1% <i|^ «•• a^ alle unter einander verschieden sind. 
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Da zum Punkte <x^ der Exponent ß gehört, und die Summe aller 
Exponenten gleich Null sein muss, so ist 

a-\- ß-{-y-\-v = 
und daher 

ct + ß+Y = -V, «'+/?'+/ = v+1. 

Dies ist also die nothwendige Bedingung dafür, dass die gegebene Differential- 
gleichung reductibel ist. Um zu zeigen, dass sie auch hinreichend ist, machen 

wir die Substitution 

y = a:«(l-x)ya. 

Dann erhält mau für z eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit den drei singulären Stellen 0, oc und 1. Sind a und a!y b und 
b*^ c und c' die zugehörigen Exponenten, so ist 

und da ausserdem 

a == 0, a = «'— cf, c = 0, c' = /— y, 
ist, so muss 

sein. Daher lautet die Differentialgleichung, der z genügt, 

a:(l-x}Ä"+((a^a'+l)-(-v+/3'-/3-y+l)a:)«'«(-|/)(/?'-/3-y)Ä = 0. 
Ihr genügt das Integral (vergl. d. Abb. von Riemann, Art. VIIL S. 21) 

u = F{^v,ß'-ß-v,a^a'+\,x\ 

also eine ganze Function ohne quadratischen Theiler, die in den Punkten 
und 1 nicht verschwindet, wenn nicht etwa a'—a eine positive ganze Zahl ist. 
In diesem Falle genügt ihr die ganze Function 

wenn nicht auch ß^—ß eine positive ganze Zahl ist. Alsdann wird sie be- 
friedigt von der ganzen Function 

w = F(-i/,/9'~/3-i/,y-/+l,l«x), 

wenn nicht auch y'—y eine positive ganze Zahl ist. Da die Summe der drei 
Differenzen a'— «, ß'—ß und /— y gleich 2^+1 ist, so muss, wenn sie alle 
positiv und grösser als Null sind, wenigstens eine nicht grösser als v sein. 
Ist dies a'— «, so ist 
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ist es ß'—ßy so ist 

ist es y-'Y^ so ist 

eine ganze Function, welche die DiiFerentialgleichung befriedigt. 

Wir gelangen also zu dem Resultate: 

II. Damit die cUlgenieine (Riemannache) Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit drei singulären Punkten reductibel sei, ist es nothwendig und hin-- 
reichend y dass die Summe dreier Exponenten, unter denen sich con jedem 
singulären Punkte einer befindet, gleich einer ganzen Zahl ist. 

§. 6. 

Die in §. 3 entwickelten Sätze, welche die Analogie zwischen den 
irreductibeln algebraischen Gleichungen und den irreductibeln linearen Diffe- 
rentialgleicbungen ins Licht setzen, sind nach einer Methode bewiesen, welche 
sich bei algebraischen Gleichungen nur in dem speciellen Falle anwenden 
Ifisst^ wenn ihre Coefficienten rationale Functionen einer Veränderlichen sind. 
Wir wollen sie jetzt auf einem anderen Wege herleiten, der mit dem bei 
algebraischen Gleichungen üblichen grössere Aehnlichkeit hat und weitere 
Aufschiasse über den Charakter der reductibeln DilTerentialgleichungen giebt 
(Vergl. Libri, dieses Journal, Bd. 10, S. 193, sowie die Abhandl. des Herrn 
Brassinne im Anhange von Sturm, Cours d'analyse (tome IL, Note IIL)). 

Sind 

und 

zwei DifferentialausdrQcke, und ist /^,a und l — u = y, so kann man P, wie 
leicht zu sehen, auf die Form 

P = Q^'^+r,Q^''-''^+-' + r,Q + r,R 

bringen, wo Q^"^ die x^^ Ableitung von Q nach x, r^ eine rationale Function 
von Xy die auch Null sein kann, und R einen Differcnlialausdruck bedeutet, 
dessen Ordnung (> <! // ist, und in welchem der Goefficient der höchsten Ab- 
leitung von y gleich 1 ist. Aus dieser Gleichung folgt, dass alle gemein- 
samen Integrale der beiden Diiferentialgleicbungen P = und ^ = auch R 



k. 
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annulliren. Da wir Gleichungen von derselben Gestalt noch mehrfach be- 
nutzen werden, so schreiben wir sie in der a|?gekürzlen Form 

P lEE: R {moAQ). 

In einer solchen Congruenz bedeuten P^ Q und R DilTerentialausdröcke. in 
denen der Cocfßcient der höchsten Ableitung von y gleich 1 ist, und deren 
Ordnungen l^ /r, (> den Ungleichheiten 

genügen. Wenn alle Integrale der DifFerenlialgleichung Q = auch P annulliren, 
so folgt aus der Congruenz 

P ~ R (mod^), 

dass sie auch sämrallich die DiiTerentialgleichung R — O befriedigen. Demnach 
hat die Differentialgleichung (>t«r Ordnung R=0 u von einander unabhängige 
Integrale. Eine lineare Differentialgleichung mit eindeutigen CoefQcienten kann 
aber nicht mehr von einander unabhängige Integrale besitzen als ihre Ord- 
nung angiebt, ohne identisch zu verschwinden. (Vergl. §. 1.) Daraus folgt: 

I. Wenn die Differenlialgleichung P = mit der Differentialgleichung 
ip = alle Integrale gemeinsam hat^ so lässt sich P in der Form 

P = p(»')+ri^^"-'M--- + r,0 
darstellen, oder es ist 

P ^ (mod Q). 

Wenn die Differentialgleichung P = mit der irreductibeln Differontjal- 
gleichung ^ = ein Integral y gemeinsam hat, so ist die Ordnung von Q 
'iiichl höher als die von P. Ist dann 

P ~ R (mod^), 

so genügt y auch der Differentialgleichung Ä = 0. Da aber die irreductible 
Differentialgleichung Q = mit der Differenlialgleichung niedrigerer Ordnung 
R = kein Integral gemeinsam haben kann, so muss R identisch verschwinden 
und daher 

F zu (mod(>) 
sein. Somit gilt der Salz: 

II. Wenn eine lineare Differentialgleichung mit einer irreductibeln ein 
Integrg,l gemeinsam hat, so hat sie auch alle Integrale mit ihr gemeinsam. 

Sind P und P, zwei Differentialausdrucko von den Ordnungen l und 
/(, so kann man die Differentialgleichung, der die gemeinsamen Integrale der 
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beiden Differentialgleichungen F = und Fi = genfigen , nach der Methode 
des grössten gemeinsamen Divisors bestimmen. Dazu dienen, wenn ^ >^i 
ist, die Congruenzen 

P = P2 (modFi), 

Pi = F3 (modF,)^ 

• • • 

Ist A^ die Ordnung von P,, so ist A^ili >^2 >--9 wod daher muss l^ 
spätestens för ;f=l + ^ verschwinden. Ist /^^rnO, l^ aber von Null ver- 
schieden, so ist P^+, entweder gleich y oder gleich Null. Im ersten Falle 
werden die beiden Differentialgleichungen gemeinsam nur durch y = be- 
friedigt, d.. h., sie haben kein Integral mit einander gemeinsam. Im andern 
Falle müssen alle gemeinsamen Integrale von P = und Pi = auch die 
Differentialgleichung P^ = befriedigen und alle Integrale der letzteren auch 
den beiden ersteren genfigen. Daraus folgt der Satz: 

III. Wenn eine lineare Diff'erentialgleickung reducübel ist, so giebt 
es eine lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung ^ mit der sie alle 
Integrale gemeinsam hat. 

Ist nun P = eine reductible Differentialgleichung, und Q = Q eine 
Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit der sie alle Integrale gemein- 
sam hat, so ist 

P = (mod^). 

Die linke Seite jeder reductibeln Differentialgleichung hat daher die Form 

Bisher haben wir mit dem Buchstaben P einen Differentialausdmck 
bezeichnet. Jetzt soll derselbe als Operationssymbol benutzt werden. Wir 
schreiben nämlich 

y^^+Piy^'^''-^-'+Piy - P{y\ 

so dass P eine an der Function y auszuführende Operation bezeichnet, nämlich 

Die Bedingung dafür, dass die Differentialgleichung P{y) = mit 
Q[y)=iO alle Integrale* gemeinsam hat, die bisher durch die Congruenz 
P =:0 (mod Q) ausgedrückt wurde, kann jetzt auch in der Form 

P(y) = R{Q{y)) ^ 
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geschrieben werden, wo die Operation 

an dem Differentialausdruck fi^^^ Ordnung Q(y) zu vollziehen und 1 = u+v ist. 

Ist w das allgemeine Integral der Differentialgleichung R(y) = und 

u ein Integral der Differentialgleichung Q{y) = fv, so annuUirt die Function u 

auch P{y\ hat also nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen und ist an 

jeder derselben, a, mit einer endlichen Potenz von x — a ^oder — für a = ooj 

multiplicirt, endlich. Dasselbe gilt demnach auch von der Function er = () (21), 
und mithin hat auch R(y) = die Form, welche hier stets für die linearen 
Differentialgleichungen vorausgesetzt wird. 

Die Differentialgleichung Q{y) = w mit den v m w enthaltenen will- 
kürlichen Constanten ist also für die reductible Differentialgleichung als Inte- 
gralgleichung zu betrachten, aus der man jene durch Differentiation und Eli- 
mination der willkürlichen Constanten herleiten kann. 

Wir können demnach das Resultat aussprechen: 

IV. Wenn eine lineare Diff'erentialgleichung A'«»* Ordnung mit einer 

m 

jj^ier Ordnung Q(y) = alle Integrale gemeinsam hat^ so genügt jedes ihrer 
Integrale einer Differentialgleichung f>on der Form Q{y) = u), in welcher w 
ein Integral einer bestimmten Differentialgleichung (l—jLiy^ Ordnung ist. 

Umgekehrt ist jede lineare Differentialgleichung reductibel, wenn sie 
durch eine Differentialgleichung von der Form Q{y)=^u) integrirt wird. Diese 
Gestalt der Integralgleichungen ist die charakteristische Eigenschaft der re- 
ductibeln linearen Differentialgleichungen. 



§. 7. 
Jeder lineare Differentialausdruck 

P{y) = y^^^+Pvy^^"'^+-+Pxy 

lässt sich auf die Form 

P{y) = R{Q{y)) 

bringen, wo 

Oiy) = y^'^+qiy''-'^+'- + q.y 

und 

33 
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zwei lineare DifTereiitialausdrücke sind und l = u + y ist, vorausgesetzt, dass 
man die Bedingung fallen lässig dass die Coefficienten von Q(y) und R(y) 
rationale Functionen sein sollen. Indem man die Coefficienten derselben Ab- 
leitungen von y auf beiden Seiten der Gleichung P(y) = R{Q{y)) einander 
gleich setzt, erhält man zur Bestimmung der l unbekannten Functionen qg^ 
</i9 ••• 9u9 ''m ^29 .•• fy ebenso viele Differentialgleichungen. Damit dann 
die Differentialgleichung P(y) = mit einer /lc^^^ Ordnung von derselben Form 
alle Integrale gemeinsam hat, muss es möglich sein, diesen l Differential- 
gleichungen durch l rationale Functionen zu genflgen. 

Wir wollen auf dem angedeuteten Wege die Bedingung dafür ermitteln, 
dass die Differentialgleichung )M^ Ordnung P{y) = mit einer (^—1)^®»" Ord- 
nung alle Integrale gemeinsam hat. Zu dem Zwecke ist es zunächst er- 
forderlich, die k Functionen gf,, 529 • • • (fx^i und r so zu bestimmen, dass 
die Gleichung 

Y^^+Piy^^'~'^+'"-^Pxy 

zu einer identischen wird. Setzt man 

l'nix 

z = e^ ^ Zi=:qiZ, . . . z>i-i = qx^iS, 
so nimmt dieselbe die Form 

^iy'''+Piy'''''+-^+P?.y) = ^{^y''^''+z,y'''-''+-'+z,,,y) 

an, aus der man erkennt, dass :s'der Multiplicator (integrirende Factor) der 
Differentialgleichung P(y) = ist. (Vergl. die Abb. des Herrn Tfiome, dieses 
Journal, Bd. 75, S. 272.) Zur Bestimmung von z^ erhält man die Gleichung 

welche, wenn s^ = gesetzt wird, für ;f = 1, 2, . . . a güllig ist. Daraus 
ergiebt sich 

(1.) 3. - zp^ ^-_ + _^, + (_1) _-. 

Da a^ = ist, so genügt z der linearen Differentialgleichung 

Damit die gegebene Differentialgleichung Äter Ordnung P{y) = mit einer 
{k—iy^^ Ordnung von derselben Form alle Integrale gemeinsam hat, müssen 
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^— rationale Functionen sein. In Folge der Relation 



s "^ dx \ Z '^ 3 s 



z' 



sind diese Bedingungen sämmtüch erfüllt, wenn ^ eine rationale Function ist, 

oder genauer, wenn z einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung von 
der hier vorausgesetzten Form genügt. Damit also eine lineare Differential- 
gleichung i>^^ Ordnung mit einer [l—X)^^^ Ordnung alle Integrale gemeinsam 
habe, ist noth wendig und hinreichend, dass die lineare Differentialgleichung 
;tter Ordnung, der ihr Multiplicator genügt, mit einer erster Ordnung das 
Integral gemeinsam hat. Dieses Theorem ist ein specieller Fall des allge- 
meineren Sa{zes: 

I. Wenn eine lineare Di/ferentialgleichnng l'^ Ordnung mit einer 
u^er Ordnung alle Integrale gemeinsam hat, so hat die lineare Differential- 
gleichung }J^ Ordnung , der ihr Mvltiplicalor genügt, mit einer [l — uy^ Ord- 
nung alle Integrale gemeinsam. 

Ehe wir denselben beweisen, wollen wir kurz an die Eigenschaften 
der Multiplicatoren einer linearen Differentialgleichung erinnern. Zu dem 
Zwecke sehen wir vorläufig von der Differentialgleichung (2.) ab, verstehen 
unter & eine unbestimmte Function von x, unter z^ den durch die Gleichung 
(1.) definirten linearen Differentialausdruck x^^^ Ordnung und setzen 

(3.) P{y,z) = zy^'-'^ + z,f/'-'' + -' + z,y. 

Dieser Differentialausdruck, welcher zwei unbestimmte Functionen, y und Zy 
nebst ihren Ableitungen bis zur (/— 1)^^" Ordnung enthält, ist sowoUK|(i Bezug 
auf y, y^^^, ... ^^^~*^ als auch in Bezug auf z, js^'^, ... ä^''"'^* eine homogene* 
lineare Function, in welcher der Coefficient von y^^"^^ gleich z und der von 
gU-i) gleich {—iY'^y ist. Seine charakteristische Eigenschaft besteht darin, 
dass. wenn v irgend ein Integral der Differentialgleichung P'(a)-= bedeutet, 

(4.) *Pij,) = 4rP(y>*>) 



dx 



ist. Mithin wird die Differentialgleichung 



"^ P{y,z)^zP{y) = 0, 



dx 

welche in Bezug auf z von der Ä^^" Ordnung ist, und in welcher der Coeffi- 
cient von z^^^ gleich {~-\Y~^y ist, durch alle Integrale «? der Differential- 
gleichung P'(3) = befriedigt. 
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Zwei lineare Differentialgleichungen X^^^ Ordnung, welche dieselben 
Integrale haben, und in denen die Coefficienten der l^^^ Ableitungen der un- 
bekannten Functionen übereinstimmen, müssen aber identisch sein, da ihre 
Differenz eine lineare Differentialgleichung [l—iy^^ Ordnung ist, die l von 
einander unabhängige Integrale besitzt. 

Daher ist die linke Seite der eben aufgestellten Differentialgleichung 
mit {—lY"^ y F (z) identisch, oder es ist 

(5.) -^P(y,^) = ^P{y)-{-\fyP'{i). 

Setzt man in dieser Identität für y irgend ein Integral u der Differentialglei- 
chung P(j^) = 0, so erhält man 

(6.) (-l)'-'«P'(a) = -^P{u,i\ 

entsprechend dem bekannten Satze, dass die Multiplicatoren der Differentialgleichung 
F'(a) = die Integrale der ursprünglichen Differentialgleichung P(y) =.0 sind. 
Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu der Voraussetzung zurück, 
dass die Differentialgleichung A*«^ Ordnung P(y)=0 mit einer /ll^^^ Ordnung 
Q(y) =zO alle Integrale gemeinsam hat oder dass 

(7.) P{y) = B{Q{y)) 

ist. Wenn R'{z) und Riy,2>) für R(y) dieselbe Bedeutung haben, wie P'(a) 
und Piy^z) für P(y)^ und wenn w irgend ein Integral der Differentialgleichung 
R\i) = ist, so ist (4.) 

Ersetzt mm in dieser Identität y durch Q{y)^ so erhält man 

Daraus geht hervor, dass w ein Multiplicator von F(y) = ist, also 
der Differentialgleichung P\z) = genügt. Dieselbe hat also mit der Diffe- 
rentialgleichung (A— ^)ter Ordnung R^z) = alle Integrale gemeinsam, womit 
das oben ausgesprochene Theorem bewiesen ist. Beiläufig ergiebt sich noch 
der Satz: 

II. Wenn die lineare Differentialgleichung P(y) = mit Q(y)=zO alle 
Integrale gemeinsam hat und P{y) = R{Q{y)) ist, so ist jeder Multiplicator von 
R(y) = auch ein Multiplicator f>on P(y) = 0, 

Da die Differentialgleichung ^^«r Ordnung P'{z) = mit der r^^ Ord- 
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nung R\z) = alle Integrale gemeinsam hat, so ist P\z)=S'{W(s))^ wo S'(a) 
ein Differentialausdruck /t^er Ordnung ist. Ebenso aber, wie aus P{y)=R{Q{y)) 
folgt F(ä) = S'(ä'(ä)), ergiebt sich aus dieser Gleichung P(y) = T{S(y))^ 
Daher steht zu vermuthen, dass S[y) = Q(y) ist. Dies beweisen wir fol- 
gendermassen : 

Die Identität (5.) lautet für die Differentialgleichung R{y) = 

-^R{y,i) = zR{y)-{-\ryR'{z). 
Ersetzt man darin y durchs ^(y), so erhält man 

i^irR\z)Q{y) = zP(y)-^-^R{Q{y),^y 

Nimmt man für z irgend ein Integral r der Differentialgleichung F{z) = 0, 
so ergiebt sich daraus und aus Gleichung (4.) 

Folglich ist /?'(«?) ein Multiplicator der Differentialgleichung Q{y)=0. Ist 
also Q\&) = die lineare Differentialgleichung ,ater Ordnung, der die Multi- 
plicatoren von Q{y) = genügen, so ist 

Q\R'{v)) = 0. 

Mithin wird die lineare Differentialgleichung V-^^ Ordnung 

Q'iR'ii)) = 0, 

in welcher der Coefficient von z^^^ gleich Eins ist, durch alle Integrale r der 
Differentialgleichung V'^^ Ordnung P\z) = befriedigt und muss daher mit 
derselben identisch sein. 

Wir können folglich den Satz aussprechen: 

III. Genügen die MuUiplicatoren der linearen Differentialgleichungen 

P(y) = 0, Q{y) = 0, R{y) = 

den linearen Differentialgleichungen 

P'{y) = 0, Q'(y) = 0, Ä'(y) = 0, 
80 mu8s, wenn 

P{y) = R{Qiy)) 

isty auch 

Piy) = Q'iR'iy)) 

sein. 

Um einen besseren Einblick in das Wesen dieses Satzes zu gewähren, 



^:. i-n :r«^*. -cäs inii*-n>!i 3*-Trr-:r iir 4«HLr<ib«a nittheUen. der mehr 
-r^rZBBrm -»»rräfir*. if ^ -?n jiresni üsr Düfensiäaideidiiuig P(y) = 0, in 
trr ••►«fiere-ii -.^.i r hl-ü: rüiiä EIo^ n 5^üi braucht, und 
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oder 

Daher ist P'(s)=:0 die Differenlialgleichung, der die Multiplicaloren von 
P(y) = genügen müssen. Es gilt also der Satz: 

IV. Die Multiplicatoren der linearen Differentialgleichung 

d d d d ^ 

genügen der linearen Differentialgleichung 



d d d d ,. 

Setzt man nun 

nr \ ^ d d 

SO ist 

P{y) = R{Q(y)y 

In Folge des eben hergeleiteten Satzes ist dann aber 

r\u \ ^ d d 

und daher 

Umgekehrt kann man auch durch wiederholte Anwendung dieses Satzes das 
Theorem (IV.) ableiten. 



§. 8. 

Wir wollen hier noch einen anderen Beweis fQr das erste Theorem 
des vorigen Paragraphen mittheilen, welcher dasselbe mit der in §. 4 ent- 
wickelten Lösung unseres Problems in Zusammenhang bringt and ober die 
Multiplicatoren einer linearen Differentialgleichung weitere AuFscblflsse giebt. 

Sind tfi^ f/i. ' - ' yx irgend l unter einander unabhängige Integrale der 
linearen Differentialgleichung )M Ordnung P (jf) = 0, so sind die it Functionen 
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2,^ z-,n ... Zi, welche durch die Gleichungen 









(1-j 3,y, +»5^2 +• 
(2.) 2,jfl'> +s,y<i'> +. 

• • • 

bestimmt sind, ebenfalls unter einander unabhängig. Denn bestände zwischen 
ihnen eine Relation von der Form 

(0.) ZiCi+Z2Ci+'" + ziCx = 0, 

so wurde sich aus den Gleichungen (0.), (1.)^ ••• i^^^^) ergeben, dass die 
Determinante 

^±c^y.yi'\..y\t»yi'-'' = 

wäre. Daher mflssle auch ihre Ableitung 

sein. Dann wurden aber die Gleichungen (0.), (1.), ... (i — 2.) zur Folge 
haben, dass auch der Ausdruck 

verschwände, w^ährend er doch den Werth 1 hat. 

Die Functionen j^„ ... j^^_,, y^^^, . . . y^ genügen der linearen Diffe- 
rentialgleichung (A— l)ter Ordnung 

deren linke Seite wir mit 

bezeichnen wollen. Wenn man die Gleichungen (1.), (2.), ... (i,) der Reihe 
nach mit q^_i^ qi^^f ... gn 1 multiplicirt und dann addirt, so erhält man 

Daher ist z^ ein Multiplicator der Differentialgleichung P{y) = 0. (Vergl. 
die Abb. des Herrn Tkome^ dieses Journal, Bd. 75, S. 271.) Denn die Diffe- 
rentialgleichung A^«"" Ordnung 

wird durch die k von einander unabhängigen Integrale j/i^ jfo? ^•» Vi der 



k 
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Differentialgleichung P(y) = befriedigt und mithin ist 

jpw__ _ jLMy± 

Q{y.) dx Q(ti,)' 

Die Functionen Zi^ Zi. ... Zi sind also l unter einander unabhängige Multi- 
plicatoren der Differentialgleichung P(y) = 0. Auch zu jedem andern System 
von l unter einander unabhängigen Integralen t;, , tj^^ ... rix dieser Diffe- 
rentialgleichung kann man mittelst der Gleichungen (1.), (2.), . . . (A.) /. von 
einander unabhängige Multiplicaioren ti^ ^2^ • . C; ermitteln. Ist nun 

(A.) y^ = ö.i^i+a,2^2+--- + ax;i^/;., 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (1.), (2.}, . . . {X.) 

. •••. .. • 

Daher ist 

Bezeichnet man also in der Determinante -2'+ö|ia22...ö;; den Coefficienten 
von ttaß^ dividirt durch die Determinante, mit b^ß^ so ist 

(B.) z^ = 6,1 ^1+6x2^2+- + 6,2 C^. 

Daraus schliesst man mit Hfllfe des in §. 2 bewiesenen Satzes, dass «i, 
J52 , ... zi die Integrale einer linearen Differentialgleichung Ater Ordnung 
F{z) = mit rationalen Coefficienten sind. 

Wenn nun die Differentialgleichung X^^^ Ordnung P[y) = mit einer 
jUter Ordnung von derselben Form Q (y) = alle Integrale gemeinsam hat, 
so kann man in jedes Fundamentaisystem von Integralen der ersten Diffe- 
rentialgleichung ju von einander unabhängige Integrale der zweiten aufnehmen. 
Sind aber j^^, jf2, ... y^ und r/^, r]^^ ... /?^ zwei Fundamentalsysteme von 
Integralen der Differentialgleichung Q(y) = 0^ so bestehen zwischen ihnen 
allein u lineare Relationen, und daher muss a„^ = sein, wenn «<<,«+l 
und ft:>,u ist. Mithin ist 6„^ = 0, wenn a^a und /^</^+l ist. Denn 
eine Determinante (Ä — 1)^<^» Grades muss identisch verschwinden, wenn in ihr 
alle Elemente, welche u Colonnen mit mehr als l—i—fi Zeilen gemeinsam 
haben, gleich Null sind. Zwischen J5,,^i, «^+29 - - - ^i «nd ^^,^„ ^^,^21 - . . t ^ 
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bestehen also i^ — n lineare Gleichungen. Da nan anter den sammtlichen 
verschiedenen Zweigen der Functionen yj , y^^ ... y^ nur .u von einander 
unabhängige enthalten sind, so lassen sich alle Zweige der Functionen z^^i^ 
^Li-i-i - - - «i durch diese l — u Zweige linear ausdrücken. Dieselben genügen 
daher einer linearen Differentialgleichung l — it"}^^ Ordnung, mit der die 
Differentialgleichung P^ i- = alle Integrale gemeinsam hat. 

§. 9. 
Bisher haben wir nur solche Differentialgleichungen betrachtet, deren 
Integrale nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen haben, und an jeder 

derselben, o, mit einer endlichen Potenz von x—a Toder — für a = ^ J 

multiplicirt^ endlich werden. Um den Satz, der hier noch bewiesen werden 
soll, nicht unnöthigen Beschränkungen unterwerfen zu müssen, wollen wir 
jetzt allgemein lineare Differentialgleichungen in Betracht ziehen^ «deren CoefG- 
cienteu überall eindeutige Functionen sind, und eine solche irreductibel nennen^ 
wenn sie mit keiner Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, deren Coeffi- 
cienten ebenfalls überall eindeutige Functionen sind, ein Integral gemeinsam 
hat. Die in den Paragraphen 2, 3 und 6 entwickelten Sätze lassen sich 
genau nach denselben Methoden auch für solche Differentialgleichungen be- 
weisen. 

AVenn eine Differentialgleichung f' = von der früher vorausgesetzten 
Form in dem früheren Sinne reductibel ist, so ist sie es auch in dem jetzigen 
Sinne. NVenn sie ferner nach der neuen DeGuition reductibel ist, so giebt 
es eine Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, mit der sie alle Integrale 
gemeinsam hat« und die folglich zu der besonderen Klasse von Differential- 
gleichungen gehört« von der wir bis jetzt gehandelt haben. Daher ist die 
Uiirerentialgleichung P^O auch in dem früheren Sinne reductibel. Daraus 
folgt« dass eine Differentialgleichung von der bisher betrachteten Form nach 
der jel^igeu Definition reductibel oder irreductibel ist, je nachdem sie es nach 

der frühertui war. 

In der schon oben erwähnten Abhandlung beweist Herr Brassinne den 
Salx« dus^s eine Differentialgleichung reductibel ist, wenn sie zwei Integrale 
y,. und yx besitzt« zwischen denen die Beziehung yi^xy^ besteht. Dieser Satz 
M nur ein specieller Fall folgendes allgemeinen Theorems: 

WcHH fON »wvi rcrschiedenen Integralen einer homogenen linearen 
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Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten das eine ein homogener li^ 
nearer Diff'erentialausdruck mit eindeutigen Coefficienten non dem andern ist, 
so ist die Differentialgleichung reduclibeL 

Seien </„, ^i, ... q^ eindeulige Functionen von x und sei 

ein homogener linearer Differenlialausdruck fi^^^ Ordnung von y. Seien ferner 
y^^ und yi zwei unter einander unabhängige integrale der linearen Differential- 
gleichung 

P{y) = Poy^'^+Piy''-'^+-'+Piy = 0, 

deren Coefficienten eindeutige Functionen von x sind. Zwischen diesen be- 
stehe die Beziehung 

yi = Qiyn)' 

Wenn dann, wider die Behauptung des obigen Satzes, /^(y) = irreductibel 
ist, so hat die lineare Differentialgleichung P{Q(y)) =^0 mit P[y) = alle 
Integrale gemeinsam, weil sie eins, j^,,, mit ihr gemeinsam hat. Ist daher y 
irgend ein Integral der Differentialgleichung P(j/) = 0, so ist auch Q{y) ein 
solches. Mithin wird diese Differentialgleichung durch die Functionen 

befriedigt. Da sie aber nicht mehr als l unter einander unabhängige Inte- 
grale haben kann, so muss es in der Reihe dieser Integrale eins, Q^(yi)\ 
geben, welches sich durch die vorhergehenden linear ausdrücken lässt, während 
diese noch unter einander unabhängig sind, oder es muss eine Gleichung von 
der Form 

bestehen, in der a^ von Null verschieden ist, während zwischen den {Functionen 

y^n yi = Q'yn), ... j/,_i = C^''""'(yn) 

keine homogene lineare Relation mit constanlen Coefficienten besteht. Die 
Zahl y muss, weil yi der Annahme nach ein von i/„ verschiedenes Integral 
ist, grösser als Eins sein. Ist i^<Ca, so lassen sich >. — r Integrale, y^^ 
yv+i-i • • • y?.-i finden, welche zusammen mit y,,^ y,, ... y^^i ein vollständiges 
System unter einander unabhängiger Integrale bilden. Wir setzen nun 



und 
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also 

fi(r) = ai+a^r + '-^ + ayr'"'. 

« • • • • • 

fy{r) = a,- 
Ist ferner 

Riy) = fi{r)y+f.{r)Qiy) + - + fAr)Q-'(.y), 
so ist 

R((?(!^)) = riir)Q(y)+rArjQHy)+--+fAr]Q''(yj- 

Da aber 

/; (r) (?" (yo) = o, (?" (y„) = - a.,y..- a, Q (y,) o,_, t»'"' iy.) 

ist, so folgt aus der letzten Gleichung 

Ä ((> (y..)) = - «..»..+ (/". (r) - o.) ^ (y.O + • • • + (/;_, (r) - a,_,) (?'"' (y.,) 

Ist daher r eine Wurzel der Gleichung f{r) = 0, so ist 

R{Q{yo)) = rR(y„). 
Mithin muss jedes Integral y der irreductibeln Differentialgleichung P(y) = 

der Differentialgleichung 

R{Qiy)) = rR(y) 
genügen. Daher ist 

Riy^) = Ä((?((?(yn))) = rR{Qiy,)) = r'R(y ) 
und allgemein, wenn ;f < ^' ist 

Wenn nun die Variable x von einem bestimmten Punkte aus irgend einen 
geschlossenen Weg durchläuft^ so muss sich ^o in einen Ausdruck von der Form 

Coyo+ Ciffi-l h Cy^i y^.,+ c,. y, -| h c^.., y^-i 

verwandeln. Die Function R{yu) geht auf diesem Wege in 

{c,>+c,r + '^' + Cy:,r''-')R{y,) + c,Riyy) + '- + C;,_,R(yj,^^) 
über, und folglich lassen sich alle Zweige dieser Function durch 

Riyn), R{y.). . . . R{yx-.) 

linear mit conslanten Coefficienten ausdrücken. Daher befriedigt /i(j^(,) eine 
lineare Differentialgleichung höchstens {l — v+Xy'^^ Ordnung mit eindeutigen 
Coefficienten.. Die Differentialgleichung P(j^) = hat demnach mit einer Diffe- 
rentialgleichung niedrigerer Ordnung ein Integral 

Ä(yo) = fiir)yn+f,ir^yi+'"+fy[r)yu-i 
gemeinsam, kann also nicht irreductibel sein. 

Berlin, den 24. April 1873. 
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Das Potential eines honiogeiien Kreises. 

(Von Herni £. Heine in ITalle a/S., 



JUie Bestimmung des Potentiales einer homogenen Ellipse nach den 
mir bekannten Methoden vereinfacht sich nicht wesentlich, wenn beide Haupt- 
axen gleichgesetzt werden. In diesem Falle leite ich das Potential auf fol- 
gende Art ab: 

Ist a reell und positiv, so wird 



— X 



Es mö^e nun x der Abstand eines beliebiiyen Punktes P von dem 
anziehenden Kreise sein; die Polarcoordinalen der Projection von P auf die 
Ebene des Kreises, in dieser Ebene vom Mittelpunkt als Anfangspunkt an 
gerechnet, heissen r und y. Bezeichnet P, einen Punkt in der Ebene des 
Kreises selbst, mit den Polarcoordinaten r„ y,, so hat man nach (1.) 

n /* dz 

TF.'^J r'+r^ + a;'+5'-2rr7cos(rf-(f^,)' 

— X 

Das Potential des Kreises mit dem Radius ^ und der Dichtigkeit 1 

t' II ' 

wird daher 

WO zur Abkürzung die positive Grösse 



IM 



q'+ x'+ z'- r'+ ] o^ 4- 2g' (x'+ z'- r') + (^x'+ z'+ r') 



gleich R gesetzt ist. Eine Integration durch Theile giebt 

Auf diese Art ist Y als ein elüplisches Integral gefunden, welches 
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sich in eine bequemere Form bringen lässt, wenn mau statt z die Grösse R, 
oder noch besser eine mit R gleichverzweigte Grösse s durch die Gleichung 

^ S S-\-Q 

einfuhrt, in welche sich daher R, ebenso wie z\ rational, nämlich ersteres 
durch die Formel 

S 

ausdrückt. Durch Einsetzen der Werthe von z und R geht schliesslich V in 
den Ausdruck aber 



(3.) F=2p/ ]/l-^- 



r* ds 



wenn a die positive Wurzel der Gleichung 



— ^ 



(2».) — + — ^ = 1 



bezeichnet. 

Halle a. S., den 28. April 1873. 
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Zur Theorie der linearen Differential<;leichungen. 

(Fortsetzung; siehe Bd. 74 and 75 dieses Journals/» 
(Von Herrn L. W. Thomi.) 



JUie Untersuchungen, des Verfassers im 74. und 75. Bande dieses 
Journals über die tiomogene, lineare Differentialgleichung 

deren Coefücienten in der Umgebung eines Punktes x = a einwerthige und 
abgesehen von diesem Punkte stelige Functionen des complexen Argumentes 
X sind, werden hier fortgesetzt, wobei die Benennungen, die in der Abb. 
Bd. 75 angewandt worden sind, in demselben Sinne gebraucht werden. 

In den beiden ersten Nummern werden allgemeine Sätze über das 
Verhalten de^ Differentialgleichung (1.), deren Coefficienten als beliebige ste- 
tige Functionen von x vorausgesetzt sind, zu der Differentialgleichung 

des integrirenden Mulliplicalors der ersleren entwickelt. Es wird in der No. 1 
gezeigt, dass die Integrale der einen Differentialgleichung solche Ausdrücke 
annehmen, aus welchen die der anderen sich unmittelbar herleiten lassen, 
wobei in der Ilerleitungsweise der Integrale der einen aus denen der anderen 
Reciprocität zwischen beiden Differentialgleichungen besteht. In der No. 2 
wird dargestellt, in welcher Weise eine Differentialgleichung, deren Integrale 
sämmtlich in der Differentialgleichung (2.) enthalten sind, 

zur Reduction der Ordnung bei den Differentialgleichungen (1.) und (2.) diente 
und gezeigt, dass diese Reduction unabhängig von der Wahl der Integrale 
der Differentialgleichung (3.) und nur abhängig von den Coefficienten g^ von 
S ist. Auf diesem Salze beruhen die weiteren Sätze in den No. 3, 4 u. 5 
für die Differentialgleichungen (1.) und (2.), deren Coefficienten analytische 
Functionen der oben angegebenen Beschaffenheit sind, welche Sätze dann zur 
weiteren Untersuchung der regulären Integrale (Abb. Bd. 75 No. 1) der Diffe- 
rentialgleichung (1.) dienen. 

Journal für Mathematik ßd. LXXVI. Heft 4. 35 
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1. 



Es sei 



(*•) -&+f''-£;i+-+/'».y = ^»(y)=o 



eine homogene lineare DiiFerentialgleichung, deren Coefficienten beliebige 
stetige Functionen von x sind, und die m linearunabhängigen Integrale der- 
selben yi bis y„, seien auf die Form 

(2.) yi = t?M y2 = f>ijf>2dx, . . . ym — ^\Jdxfii*^ßnA^ 

gebracht. Bildet man mittels dieser Ausdrücke der m— 1 ersten Integrale die 
homogene lineare Differentialgleichung (m — 1)^^'' Ordnung, der dieselben 
genägen 

und alsdann die Differentialgleichung 

(4.) F,„_,(y) = c„,t?i.f?2...t?„o 
wo c,„ eine willkürliche Constante ist, so enthält letztere dieselben Integrale, 
wie (1.) (vgl. Abb. Bd. 75, No. 2). 
Die Gleichung 

ist demnach eine identische und also 

(6.) (rir2...f?J-* 

integrirender Factor zu F,„{t/). 

Ist Fjy) = die homogene lineare Differentialgleichung a*^^ Ordnung, 

der yi bis y^ genügen und worin -^ den Coefficienten Eins hat, so ist ebenso 

(r, f?2 . . . €«)"* integrirender Factor zu F^{y). 
Setzt man also 

(7.) .1/, = r,, if, = ,a,r2, . . . u„, = iii,,_ie„„ 
so dass die Integrale (2.) die Form annehmen 

(8.) yi = .ai, y2 = liiiJ,uT\ihdx, . . . y„,==iii^dxiitT'iih''J^uzLi.u,Jx, 

so ist ,a7* integrirender Factor zu F^{y). 
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Bezeichnet man ;iun 

(9-) -^ + häpJ-^'-+L-^y 

durch ftn-'iiy^ so dient die identische Gleichung 

(10.) ^jiJf/_.(y)| = MF.,^(f,) 

allgemein zur Definition des integrirenden Multiplicators von F^Xy)- Man er- 
hält aus derselben durch Gleichstellung der Coefficienten der gleichen Ab- 
leitungen : 

(11.) ^(^/a)+^/a+i = %a4-i. (a = 0, . . . m-2), ±(ML^,) = Mp,^, 

wo l^)= i ist, von denen die m— 1 ersten die Grössen / eindeutig bestimmen. 
Aus (11.) erhält man durch Elimination von Ml^: 

d"^M d"^~^n M 

eine homogene lineare Differentialgleichung, der der integrirende Multiplicator 
genügt. Und umgekehrt, ist dieselbe erfüllt, und bestimmt man aus den 
m—\ ersten Gleichungen (11.) die Grössen 4, so ist auch die letzte Glei- 
chung (11.) erfüllt und nach Gleichung (10.) wird M integrirender Multipli- 
cator zu F„Xy). (Vgl. Abb. Bd. 75 No. 2.) 

Es sei jetzt M^^ irgend ein Integral der Differentialgleichung (12.). 
Setzt man alsdann in derselben M = MjZdx und bestimmt aus den Glei- 
chungen (11.) die Grössen l, so erhält man mittels dieser Gleichungen 



dx 



a = 0, ... w — 2 
p.,.Mjzdx = ^^Jzdx. 
Hierdurch geht die Differentialgleichung (12.) über in 

35* 
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Wird hier MiZ = M^^^ gesetzt, so erhält man 

Dieses ist aber die Differentialgleichung des integrirenden Factors zu /i„.i(9)=0; 

dieselbe wird also aus (12.) erhalten durch die Substitution M = M^/Mr^ M^^^dx. 

Nun genügt der Differentialgleichung (12.) /iA^\ Nimmt man dieses 
für ^1, so wird /,„_i(y) = F^i(y), und dann genügt der Gleichung (14.) 

/i^i, also der Gleichung (12.) .Um/f^ml^Z^idx. Reducirt man dann (14.) 

durch die Substitution M^^^ =111^^1 /f^rn-i^^^^dx, so ergiebt sich in gleicher 
Weise, dass der neuen Gleichung fi;;;^2 genügt, und daher der Gleichung (12.) 
l^m/dxfi„ji^Li/lLi,n-il^mUdx. Auf dleso Weise findet man, dass die Integrale 
der Differentialgleichung (12.) sind: 

(15.) M,==fi-\ M2 =f^7,yiimlii^-idx, . . . M„, = ,u-^ydxfi^iii-Li. . .Jfi2,uT'dx. 

Statt dass man hier von den Integralen der Differentialgleichung (1.) 
unter der Form (8.) ausgegangen ist und mit Hülfe des Zusammenhanges der 
Differentialgleichungen (12.) und (14.) die Integrale (15.) der Gleichung (12.) 
hergeleitet hat, hätte man auch umgekehrt von letzteren Integralen ausgehen 
und mit Hülfe des genannten Zusammenhanges die Integrale (8.) herleiten 
können. Denn aus (10.) ergiebt sich, dass F^{y) = durch fm-i(y) = c^f^^ 
ersetzt wird, wo c,„ eine Constante ist; dann genügt ^^1| der Gleichung (14.), 
und setzt man 

so wird die vorige Differentialgleichung durch 

ersetzt, etc. bis man schliesslich 

y = Cifii+C2iihyf^i^'fi^dx+''' + c^^iJ^dxiur^/j2>^ 

erhält, wo die Grössen c willkürliche Constanten sind. 

Die Differentialgleichung (1.) ist umgekehrt die Differentialgleichung 
des integrirenden Factors zur Differentialgleichung (12.), wie schon Lagrange 
(Miscellanea Taurinensia T. III p. 181) bewiesen (vgl. Abb. Bd. 75 No. 3); 
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dieses lässt sich unmittelbar aus der Form der Coefficienten der beiden Diffe- 
rentialgleichungen zeigen. Da nun, wie hier bewiesen, die Integrale der 
einen sich aus den Ausdrücken der anderen herleiten lassen, so muss in der 
Herleitungsweise eine Reciprocität bestehen; was unmittelbar aus den Formen 
(8.) und (15.) hervortritt. 

Man hat also das Resultat: 

Die beiden Differentialgleichungen 

und 

• 

rem denen die eine die Differentialgleichung des integrirenden Multiplicators 
der anderen ist^ haben die Eigenschaft^ dass die Integrale der einen sich aus 
den Ausdrücken derer der anderen unmittelbar herleiten lassen; und zwar 
nehmen die Integrale die Form an ^ 



üf. 



= i"mS ^2=^t^mJt^mt^m-ldX, . . . M^^ll-^JdXfl^fl^U,..Jtl^fl^^dx, 

aus welcher Form die Reciprocität in der Herleitungsweise der einen Integrale 
aus den anderen hervortritt. Dies beruht darauf dass, wenn durch den inte- 
grirenden Factor Mi die erste Differentialgleichung auf 

reducirt wird, wo c^ eine Constante ist, alsdann die Substitution 

M=lujMr'M^'^dx 
die zweite auf 

reducirt, wo die Grössen l mit den Grössen p durch die Gleichungen (11.) 
zusammenhängen. 

2. 

Die beiden Differentialgleichungen 

/^ s d"*v d"*~^v ^ 
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und 



d"'M d*"~^ n M 



werden nach No. 1^ wenn M^ ein Integral der letzteren ist, und man die 
Gleichungen 

^^•^ ^(^i4) + ^i4+i = ^iP«+i (a-0, ... m-2), ^{MJ„,_,) = M,p„,, 
wo Äj = 1 ist, aufstellt, so reducirt, dass (1.) übergeht in 

WO c„, eine Constante, und (2.) durch die Substitution ilf=ifj/itfi W^^^rfa; übergeht in 

/7/«-i]lf(i) d"*-'^l /JfCO 

(5-) ^^^ — ■^S-+-+(-i)"-v„._.j»f" = 0. 

£« werde nun diese ReducHon succesaive kmal an den beiden DiffererUicU- 
gleichungen r^orgenommen mittek der k Integrale der Differentialgleichung (2.)« 

Die homogene lineare DiiTerentialgleichung A:^^' Ordnung, die diese k Integrale 
enlhall und die man von der Differentialgleichung erster Ordnung, der (W~i-A+i 
genügt, ausgehend unter successiver Anwendung desselben Zusammenhanges, 
der zwischen (2.) und i5.) besteht, bildet, sei 

Die abhängigen Variablen, in den Differentialgleichungen, die man durch die 
genannte Reduction aus (2.) herleitet, werden durch M, ]lf^\ ... if*^ und 
die Coefficienten dieser Variablen bezüglich durch p^^ /?J*\ . . . p^J"^ bezeichnet, 
so dass man nach ft-maliger Reduction aus (2.) die Gleichung erhält: 

Ebenso werden bei Gleichung [7.) die entsprechenden Grössen durch S, 
S^^\ . . . S^^* und g^. g[^\ . . . g^^^ bezeichnet. Die Formeln, welche die 
Coefficienten der Variablen bestimmen^ ergeben sich aus (3): 
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Die Differentialgleichung {i.) wird gleichzeitig durch successive An- 
wendung der integrirenden Factoren, die aus den Ausdrücken (6.) hervor- 
gehen, reducirt auf 

I 1 — ^+p\'^- ^ + '-^v^'Ktj 



+ c„ .t/,_i4.yrfar.u^,iA^i a„,_^^2. . J ii„^.xii,„dx. 



wo die c willhfirliche Constanten. Die rechte Seite der Gleichung (10.) ist 
nach No. 1 das vollständige Integral der Differentialgleichung 

Bei einer anderen Wahl der Integrale der Gleichung (7.) bleibt die Grösse 
auf der rechten Seite von Gleichung (10.) dem Werthe nach die nämliche, 
und man kann ihr die nämliche Form geben, wenn man fflr die vorigen will- 
kürlichen Constanten k neue einsetzt. Daher müssen auch die Coefficienten 
/>J,*^ auf der linken Seite in der neuen Differentialgleichung dieselben bleiben. 
Denn sonst erhielte man, wenn man letztere von Gleichung (10.) abzieht, 
alsdann k mal differentiirt, nachdem vorher jedesmal durch die Grösse u, die 
nicht unter dem Integralzeichen steht, dividirt worden ist, eine homogene 
lineare Differentialgleichung von niedrigerer, als der m^^^ Ordnung, der die 
m linearunabhängigen Integrale von Gleichung (1.) genügen müssen. 

Die Grössen />i*^ sind also non der Wahl der Integrale der Gleichung (7.) 
unabhängig. 

Um andererseits aus (9.) die Formel zu finden, die p^ durch p^*^ aus- 
drückt^ wenden wir die Induction an. Es ist zuerst nach der letzten der 
Gleichungen (9.): 

Setzt man diesen Ausdruck von p«*~'^ in die vorletzte Gleichung (9.) ein, so 
erhfilt man: 

P. -P»+* dx^ dx" +)''— ^dx''«-'M^' + dx S 



+^-M dx ^9^ i- j 
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oder 

a = 1, ... m--&+2, wo 

Pi) — *9 i'-l — Pm-M-l — Pm-k+2 — vf 

ist. 

Man findet nun auf diese Weise durcii Induction folgenden Ausdruck 
für p^ durch p^^\ den wir durch den Schluss von &— 1 auf k beweisen 
werden. Man bezeichne symbolisch den Ausdruck 

durch 

\ ^ dxJir)-^ 

wo -^-f = Ä^ zu nehmen isl. Für denselben gilt die Relation 

(13.) (l+^) =(l+^) +-?^(l+^) • 

^ ^ ^ dx yir) V dx /(»— 1) dx \ dx Ar-i) 

Dann wird die Formel für /^^ folgende: 

a = 1, ... m, wo 

zu setzen ist. Um diese Formel durch den Schluss von k—i auf k zu be- 
weisen, nehmen wir an, dass «sie bereits bewiesen sei fflr den Ausdruck der 
Grössen p[^^ durch pj*\ Man wurde dann die Formel haben 

*-l / d . \ 

,10.; ;;, - 2.t[}+ j^ Pa^^^_,_,^9f> ^ 
a - I, ... m- 1, wo 

isl. Selzt man diesen Ausdruck von pi'^ in die erste der Gleichungen (9.) ein, 
so erhfill man, wenn noch pl^J^i =j»J*^ = gesetzt werden, für a = l, ... m 



'» 



da; 
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oder unler Büracksiclitigung von ;13.}, wenn i7Ü{ --</■" ~0 gesetzt wird: 
und dies i;iebt^ wenn jg^ = 1 ^nommen wird. 

(18.) p. = k{\ + -^p^^.X_^^g., 

vv»s mit P'ormel (14.) genau übereinstimmt. 

In Formel (14.) treten als Coefficienten die Grössen g^ am Differentiolr^ 
gleiclimtg 1^7.) ein, und durch die m—k ersten Gleichungen (14.) to erden die 
Grössen p^^ successiee eindeutig und zwar als ganze rationale Functionen der' 
Grössen p^ und g^ und deren Differentialquotientett bestimmt. Es ergiebt sich 
also wiederum, dass die Grössen p^J^^ unabhängig eon der Wahl der Integrale 
der Gleichung (7.) und ausser von p^ nur von den Coefficienten g^ abhängig sind. 

Die Grössen ^^ gehen aus den A* ersten Gleichungen (14.; eindeutig hervor. 

Aus dem Vorstehenden Folgt, dass in den Integralen der DiiTerential- 
gleichung {2.\ die durch Formel (15.) in No. 1 gegeben sind, die k ersten 
Grössen jti durch solche ersetzt werden können, welche aus beliebigen k in- 
tegralen der Gleichung i7.J successive hervorgehen, während die folgenden 
Grössen u unveriUidert bleiben. 

Wenn man die Grössen p^*^ und g^ willkürlich giebt, alsdann die Ord- 
nung der Gleichung (8} successive um Ar erhöht, indem man die Integrale 
von 7.) einfahrt, vermittelst der Formeln (9.) von der letzten angefangen, 
so erhält man eine Differentialgleichung von der Form {2.}, worin p^ durch 
(14.j gegeben werden. Und wenn man entsprechend mittels der Grössen 
/>^^^ und der Integrale von Gleichung ^[7.; die Gleichung (10.} bildet und die- 
selbe Ar mal dilferentiirt, nachdem vorher jedesmal durch die Grösse jn , die 
nicht unler dem Integralzeichen steht, dividirt worden ist. so erhält man eine 
Gleichung der Form fl.i. welche dasselbe vollständige Integral wie (10.,^ 
enthält, und deren Goefflcienlen p^ durch (14.) bestimmt werden. 

Wird in der Folge von einer honwgenen linearen Differentialgleichung 
(7.j, deren Integrale sämmtUch in einer anderen :2.) enthalten sind, gesagt, 
dass rermittelst der Integrale jener diese Di/ferentialgleichung (2.) oder die- 
jenige [\.\, zu welcher die letztere (2.} die Diff'erentialgleickung des integrircnden 
Factors ist, reducirt werde, so wird darunter bei der crsleren \2.] dieser beiden 
das VerfaliiTii verstanden, welches auf Gleichung (8.) führt, bei der zweiten 

Juuiii.il lür Math.Mii.itik Hfl. LXXVI Heft 4. 3(i 
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(1.) dasjenige, welches die Gleichung (10.) ergiebig wo in dieser, wenn von 
homogenen Differentialgleichungen die Rede ist, die Constanten der rechten 
Seite gleich Null zu setzen sind. 

3. 

In den Diiferentialgleichungen 

und 

werden nun die Grössen pa als in der Umgebung von x=^a einwerthige und 
abgesehen von diesem Punlite stetige Functionen des complexen Argumentes 
X vorausgesetzt, ferner seien sie für x = a in endlicher Ordnung unendlich. 
Dasselbe finde für die Coefficienlen ^^ von S in der Differentialgleichung 

"*•' 1^' da^'' +• • + •-1; fl^^Ä -~ 

statt, deren Integrale der Differentialgleichung ,2.; genügen sollen. 

Einem beliebigen System linearunabhängiger Integrale einer solchen 
Differentialgleichung (Vgl. Abb. Bd. 74, No. 1) kann man sofort die Form der 
Integrale ^8.) in No. 1 geben, wo alsdann die Grössen fji Functionen des 
complexen Argumentes x sind, die in der Umgebung von x = a^ in Punkten 
unstetig, sich um x^a herum verzweigen (Vgl. ausserdem Abh. Bd. 75, No. 8). 
Man redncire nun mittels der Differentialgleichung (3.) die Gleichungen (1.) und 
(2.) nach der vorigen Nummer, dann sind die neuen Coefficienten p^P durch 
die m—k ersten Gleichungen (14.) der No. 2 eindeutig als ganze rationale 
Functionen von p^ und g^ und deren Differentialquotienlen bestimmt und haben 
daher in der Umgebung von x = a dasselbe Verhalten, welches von letzteren 
Grössen vorausgesetzt ist. 

Es sei nun der charakteristische Index (Abh. Bd. 75, No. 1 u. 4) in 
der Dilferenlialgleichung (ö.) k und in den redudrten 

und 

gleich h—h*,, so ist derselbe in den Gleichungen (1.) und (2.) gleich A. 



^- 



i.-.-^..- 

V 



•r: 



*- 
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Dieses ergebt sich aus FoBiuel (14.) der vorigen Nummer. Man hat 

also die zu den Coefficienlen p^ der Differentialgieichang fl.) gehörigen Zahlen 

(Abh. Bd. 75, No. 1) n^+m — a (a =* 0,...jii) zu untersuchen, und zuzusehen, 

^bei welchem Index a zuerst die grösste dieser Zahlen auftritt. Die zu den 

Coefficienten g^ der Differentialgleichung 

(6) ^+9i^ + -+9ts = 

gehörigen Zahlen seien /a + ^— ci (a=0, .../r) und die zu den CoiefficieDten 

p[^^ der Gleichung (4.) gehörigen ttJ^^ + iw — Ä—a-va==0^ ... «•—&). • ' 

Bildet man nun aus Formel (14.) in No. 2 den Ausdruck ^ *'' 

^ fÄr a = 0, ..•1», worin noch />o=1* P-*1=0 zu setzen ist. und untersucht den- 
selben in Bezug auf den höchsten positiven Exponenten von {x»—a)^\' be- 

'*i zeichnet die grösste der zu den Coefficienten pf*^ bis p[^^ gehörigen Zahlen 
durch Fe on^ setzt P_i == . . = F^^ =0, P„,_^= ..= P„, ^^, = P^^^^ so ergiebt 
sich, dass jeB6r höchste Exponent auf der rechten Seite iiöchstens gleich sein 
kann der grftssten der ^Zahlen 

Der höchste Exponent von (* — a}""', der für a = 0, ...m in der That auf der 
' rechten Seite vorkommt, kpn demnach höchstens gleich der Summe der 
grj^sslen der zu den Coefficienten p^*^ und g^ gehörigen Zahlen sein. Diese 
fiumme wird aber erreicht und zuerst für a = Ä in Fa-a+^a' + ä—A' aus den 
Summanden pfln^n Oh'. Die Summe der grössten der zu den Coefficienten 
p^p und g^ g^hörigeii^ Zahlen ist demnach die grösste der zu den Coefficienten 
p^ gehörigen Zahlen und dttr charakteristische Index derselben h^ und da also 

so wird »^ = :^i!^,+yA' und, es ist ^ 

-■ *■■ . ;■ * 
Ea- Mgt hierau% 'tl^ei|fiy„^er Differentialgleichung (2.) mit dem cha- 

rahteristischen Index h d^ 8änmtli(AßH' Integrale einer Di/ferentialgleichung 

*'«■ Ordnung (3.) mit dem charcfkteristiseffen Index h' genügen, so genügen der 

DifferentialgleiGhung (1.) die sämmtlicheh Integrale einer Differentialgleichung 

{m — kf^'^ Ordnung mit dem charakteristischen Iudex h—h' und umgekehrt, da 

36* 
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die Differentiaigleichung (1.) Differentialgleichvng des integrireude» Factor$ 
f)on (2.) ist. 

Wenn in DifferenticUgleichung (3/) der charakteristische Index gleich 
der Ordnung k ist und mcm mittels derselben die Differentialgleichung (1.) re- 
dudrty so dass man die Differentialgleichung (10.) der No, 2 erhält, so können 
die regulären Integrale (Abh. Bd. 75, No. 1) der Differentialgleichung i^l.) der 
vorliegenden Nummer nur in Differentialgleichung (4.) dieser Nummer enthalten 

■ 

sein. Denn die rechte Seite der Gleichung (10.) der No. 2 kann für Wertbe 
der Constanten, die von Null verschieden sind, keinem Ausdruck von der 
Form der regulären Integrale gleich sein, weil sie Integral der Gleichung (6.) 
der vorliegenden Nummer ist, die, weil der charakteristische Index mit der 
Ordnung übereinstimmt, keine regulären Integrale hat (Abh. Bd. 75, No. 1). — 
Die algebraische Gleichung, welche die Exponenten der etwa vorhan- 
denen regulären Integrale von DifTerentialgleichung (1.) bestimmt, ist, wenn 
der charakteristische Index h ist, (Abh. Bd. 74, No. 6) 

'' /+r(r-l)...(r-(m-A)+2)[p,+i(a?-a)''^+*L=.„+-..+[^^^^ 
Die Wurzeln dieser Gleichung seien 

Die dieser .algebraischen Gleichung entsprechende, weiche zur Differential- 
gleichung (2.) gehört, geht^ wie man durch eine einfache Rechnung findet, 
aus (8.J hervor, wenn man r durch — p— i+Ti^+m— A ersetzt, wo nf,+m—h=^ 
die grösste der zu den Coefficienten p^ gehörigen Zahlen ist, so dass die' 
Wurzeln von letzterer Gleichung werden ^ 

(10.) p^ = -r,-l + G, . . . P«-* = -r,,_,-:.l+ö.. 

Stellt man nun bei d^n DiffereiHiatgleichungen (4.) und (6.) die ent-^ 
sprechenden, die Exponenten der regufäreh Integrale bestimmenden alge- 
braischen Gleichungen auf, so findet man^' wenn man in Gleichung (8.) für 
Pf^^^ die Ausdrucke (14.) in No. 2 einsetzt, nMh- einigen einfachen Um- 
formungen, dass die Wurzeln- [9,) der Gleichung^.) folgen<jle gijiid : Die 
Wurzeln der zu der reducirten Differentialgleichjmg (4.) gehöTenden alge- 
braischen Gleichung unverändert, upd die Wurzeln der zu der Differential- 
gleichung (6.) gehörenden Gleichung, letztere Wurzeln vermehrt um die 
grösste der zu den Coefficienten p^^^ gehörenden Zahlen. Die Wurzeln der 
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ZH den Difrcrenlialgleichungen '2.\ ^3.) und 5.; gehörenden algebraischen Glei- 
chungen sind vermittelst der AusdrQcke (10.) und der entsprechenden zu den 
Differentialgleichungen (3.) und (5.^ gehörigen Ausdrücke bestimmt durch dk 
Wurzeln der zu den DiiTerentialgleichungen (l.)? (4.) und (6.) gehörenden 
Gleichungen, und es ist nach dem Vorstehenden ^i* = .^ii.V+yA'- Daraus er- 
giebt sich alsdann entsprechend, dass die Wurzeln (10.; folgende sind, die 
W^urzeln der zur reducirenden DiiFerentialgleichung (3.) gehörigen algebraischen 
Gleichung unverändert und die Wurzeln der zur reducirten Differentialglei- 
chung (5.) gehörenden Gleichung, letztere Wurzeln vermehrt um die grösste 
der zu den Coefficienten ^a gehörigen Zahlen. 



4. 

Die Differentialgleichung 

aber deren Coefficienten dieselben Voraussetzungen wie in der vorigen 
Nummer gemacht werden und die den charakteristischen Index h hat. besitze 
nun m — h lineamnabhfingige reguläre Integrale, so viele, als sie deren über- 
haupt haben kann (Abb. Bd 75, No. 1). Diese genügen einer homogenen 
linearen Differentialgleichung (m — k";^^ Ordnung mit dem charakteristischen 
Index gleich Null (Abb. Bd. 75. No. 5). Alsdann müssen nach der vorigen 
Nummer in der Differentialgleichung 

d'" M d"'-^D M 

die sämmtlichen Integrale einer Differentialgleichung h^*^^ Ordnung mit dem 
charakteristischen Index h 

enthalten sein. Und umgekehrt ist dieses der Fall, so enthält die Differenlial- 
gleichnnir (1.) die Integrale einer Differentialgleichung {m--h]^^^ Ordnung mit 
dem charakteristischen Index Null und besitzt m—h linearunabhängige reguläre 
Integrale. Man hat also den Salz: 

Wenn Hie DifferetiH(Ugleiehnng 1.) mit dem charaktnistischeu Index h 
m—h linearunahhängige reguläre Integrale hat, so enthält <2.} die Integrale 
einer Differentialglmchung h*^^ Ordnung mit dem charakteristischen Iudex h und 
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vm^jckehrL Für den Fall h = 1 war dieser Satz in No. 5 der Abb. Bd. 75 
dieses Journals enthalten. Es kann nur eine Differenlialgleicbun^ (m — Ziy^^ 
(L*dnung mit dem cbarakteristiscben Index s^Ieicb Null «reben, deren Integrale 
in (1.) enthalten sind; da diese die m-^h regulfiren von (1.) sind. Und daher 
kann es auch nur eine Differentialgleichung h^^^ Ordnung mit dem charakte- 
ristischen Index gleich h geben, deren Integrale in (2.) enthalten sind. Denn 
reducirt mau mit dieser die Gleichung (1.) und setzt in Formel (14.) No. 2 
für A = A in p\l'^ die Coeflicienten der Differentialgleichung der regulären In- 
tegrale^, so werden die Grössen g^ durch die h ersten Gleichungen successive 
eindeutig als Functionen von /i^ und pl!*^ bestimmt. 

Wenn die Gleichung (3.) existirt, so müssen die Integrale jeder Glei- 
chung, deren Ordnung gleich dem charakteristischen Index ist, die in Gleichung 
(2.) enthalten sind, auch in (3.) enthalten sein. Denn reducirt man mit dett 
Integralen der neuen Gleichung die Gleichung (2.), alsdann die durch diese , 
Reduction erhaltene Gleichung mittels der regulären Integrale von Gleichnng 
(1.), was nach No. 3 angeht, und stellt auf diese Weise die Integrale von (2.) 
schliesslich unter der Form (15.) in No. 1 auf, so ergiebt sich, dass die 
untersuchten Integrale in Gleichung (3.) enthalten sein müssen. — 

Wenn die Differentialgleichung (1.) m — h linearunabhftngige reguläre 
Integrale enthalten soll und die Gleichung, der dieselben genügen, 

ist, so muss nach Abb. Bd. 75 No. 5 

sein. Bestimmt man mit diesen Anfangswerthen der Grössen p^^^ aus den h 
ersten Gleichungen in Formel (14.) No. 2 für A = A^ die Werlbe der h Grössen 
^^, so* weit dieselben sich ermitteln lassen, so sind die folgenden Gleichungen 
in (,14.) immer, so weit die Werlhe der Summanden bekannt sind^ auch er- 
füllt. Denn da der charakterislische Index bei den Coeflicienten g^ gleich h 

ist, so ist (No. 3) n^^Yk «nd [p*(i«?-ö)'*L^. = [fl'/.liF— ff'"*].,-... Auf der 
rechten Seile in der A+1 Gleichung in Formel (14.) in No. 2 und den fol- 
genden Gleichungen ist aus dem lelzten Summanden pif^A^« (a— A = c = l,...i9i— A) 
nur der Coeflicient von (a:— a)^"*^'^ der höchsten Potenz* von {x—aY\ 
die in der Gleichung 'vorkommen kann, bekannt, nämlich 
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Auf der linken Seile sieht p^+M worin die höchste Potenz von (x—a)'\ die 
vorkommen kann, dieselbe ist. mit demselben Coefficienten. — 

Man kann nun, wenn eine beliebige DüTerentialgleichung (m—A/^r Ord- 
nung mit dem charakteristischen Index gleich 0, deren Integrale in Gleichung (1.) 
enthalten sein sollen und eine Differentialgleichnng h^^^ Ordnung mit dem 
charakteristischen Index gleich h, deren Integrale in Gleichung (2.) enthalten sein 
sollen, gegeben sind, nach den Sätzen am Schlüsse von No. 2 die Differen- 
tialgleichungen (1.) und (2.) mit dem charakteristischen Index gleich h so be- 
stimmen, dass sie diese Eigenschaften haben. Will man demnach, um zu 
erkennen, ob Gleichung (1.) soviele regulären Integrale bat, als sie höchstens 
haben kann, untersuchen, ob der Gleichung (2.) die Integrale einer Gleichung 
Ater Ordnung mit dem charakteristischen Index gleich h Genflge leisten, so ist zu 
bemerken, dass letztere jede beliebige dieser Art sein kann. Es würde daher, 
wenn A > 1 ist (der Fall A = 1 ist in Abb. Bd. 75 No. 5 behandelt) .allge- 
mein genommen die umgekehrte Untersuchung leichter sein, da (vgl. Abh. 
Bd. 74 No. 8) für die regulären Integrale formelle Entwickelungen exisliren, 
auf deren Convergenz es ankommt. 

Nun kann man aber mit den in No. 2 entmckelten Grundiäl^en 
allgemeinere Integrale, ab die regulären, solche, die letztere umfassen, unter- 
suchen, wodurch zugleich 3fitlel gewonnen werden, in vielen Fällen zu er- 
kennen, ob die Uifferenlialgleichung (2.) die Inlegrale einer Differentialglei- 
chung A^^*^ Ordnung 'mit dem charakteristischen Index A enthält. Hierzu dienen 
die Satze der folgenden Nummer. 

5. 

In der Differentialgleichung 

seien die Coefficienten von M in der Umgebung von x^a einwerthig und 
Px bis p„,_t fflr x=£0 in endlicher Ordnung unendlich. Die Differentialglei- 
chung besitze nun k Integrale 

(2.) M, = uZ\ M2^/A-yihnl^^-\dx, ...Mt,=fi::jdx/i,^/J~L, ../fi,„_t^^iiir^ 

in denen die Grössen /ji^ln «o beschaffen seien, dass ' '" ° in der Um- 

gebung von x = a einwerthig und für x = a in endlicher Ordnung unendlich sei. 
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Wenn dies der Fall ist, so folgt zunächst aus den Formeln (9.) in 
Xo. 2, dass die Grimen p„, ..^, bis p,„ für x~a eben falls vt endlicher Ord- 
nung nnendlich werden. Ferner ergiebt sich aus No. 3, dass bei der Re- 



-1 



d\i\^ u 

duction der Gleichung (1.) durch die Integrale A/, bis Mi^, so oft ^i-^ — 

in nicht höherer, als der ersten Ordnung unendlich ist, der charakteristische 
Index der vorhergehenden Uiirerentialgleichiing in der neuen unverändert 

d\{}^* lA 

bleibt, v.enn dagegen ^-!^- — in höherer, als der ersten Ordnung unend- 
lich ist. derselbe um eine Einheit erniedrigt wird. Wenn demnach von 
letzteren Grössen u . Ii vorkommen, so muss der charakteristische Index in 
Gleichung [i.) cilli! und l^iw — Ä'-fA' sein. 

Die Integrale {2.) genügen einer DiiTerentialgleichung k^^^ Ordnung: 

in welcher die Grössen g^ für x = a in endlicher Ordnung unendlich werden. 
Es soll nun die Differentialgleichung ^ die man ans j1.» nach der Re- 
duction durch die Integrale (2.) erhält: 

dy * du-"' ' ' I » / r.!. A 

kein Integral mehr von der Beschaffenheit nm i/, besitzen, 

I. Wenn man dann irgend ein Integral der Gleichung (1.) 9Ä hat. so 

dass — y: — *^ ^^^ Umgebung ton x — a einwerthig und für x ^ a in end- 
licher Ordnung unendlich ist, so- kann man immer k Integrale der Gleichung (^3. t 
unter der Form (2.) aufstellen ^ worin die Grössen u die bei i2.i angegebene 
Re4tchaffenkeit haben, und wo M. ~ Wi ist. 

Um dies zu zeigen, isl zu bemerken, dass 3)}« welches xun der Form 



n 



e'^ix— a^' £ c^Kx - ■ a\^. w --- oder £c Ax — a^ • 

ist, in dem Ausdrucke 

(5.) 3» = ^f^^jdxu,,;ij ,.., /cfi,,,,,,.jr^^ 

r\^k^ wo c eine bestimmte, von Null verschiedene Constanle ist, enthalten 
sein inuss: wi«? sich aus der Form von ^Tl und der VurausDetzung ergicbt. 
dass (fleichuno kA.) kein Integral dieser Fnrm mehr enthalten soll. Durch 
Kedui'lion un* tileichun&r (.3.^ mitlrls der Integrale J/, bis M, entsteht eine 
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Gleichung, in welcher die Coefficienten nach No. 2 unabhängig von der Wahl 
der Integrale M^ bis M^ sind und ausser von g^ nur abhängig von den 
Coefficienten der Differentialgleichung r^^^ Ordnung, der M^ bis M^ genügen. 
Man kann also zur Reduction von Gleichung (3.) die Integrale if| bis Mr 
durch andere dieser Differentialgleichung r^^^ Ordnung ersetzen ; wobei in den 
Integralen (2.) fi^jLr und die folgenden Grössen /x unverändert bleiben. Bildet 
man nun aus Gleichung (5.) die Grösse 

so ist diese so beschaffen, dass — ~ in der Umgebung von a? = a ein- 

werthig und für x=^a in endlicher Ordnung unendlich ist. Man kann daher 
fiüXr^i durch W''-'^y'm^'-'^r'm'^''dx ausdrucken, wo "^^^^^^^'^'^ ebenso 
beschaffen ist; also den ganzen Ausdruck 

I 

durch 

ersetzen, wo k und k' willkürliche Constanten sind. Dann hat man statt der 
Integrale My bis M,. zur Reduction die Integrale aus dem Ausdrucke 

zu nehmen, wobei 

(7.) Ü» = ^.-yrfaj/k,„a-l,..yi4._^^ 

Man kann nun in gleicher Weise die r— 1 ersten Integrale in (6.) durch 
andere der Differentialgleichung (r— 1)^^^ Ordnung ersetzen, welchen dieselben 
genügen, und indem dasselbe Verfahren fortgesetzt wird, tritt 9)t zuletzt an 
die Spitze der Integrale der Gleichung (3.) 

II. Aus dem genannten Satze folgt, dass, wenn man ein Integral der 
Gleichung (1.) eon der Form 

(8. ) ft'i^dx ifur' f^ . . .^{u'i _,)-^ /ii] dx 

hat, worin die Grössen (ti' dieselbe Beschaffenheit, wie bei den Integralen (2.) 
haben, es k Integrale der Differenticdgleichung (3.) von der Form und Äe- 

Jouroal für Mathematik Bd. LXXVl. Heft 4. 37 • 
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Bchaffenheit der Integrale (2.) giebt^ worin k^i ist und die i ersten Grössen 
fi der Reihe nach mit den Grössen fi' in (8.) übereinstimmen. 

Nach dem vorigen Satze hat man nfimlich k Integrale von der Form 
und Beschaffenheit der Integrale (2.) von der Gleichung (3.X worin M^ = fi\. 
Reducirt man mit diesen die Gleichung (1.), so erhält man, da die Coeffi- 
cienten der reducirten ausser von p^ nur von g^ abhängen, Gleichung (4.% die 
kein Integral von der Beschaffenheit von M^ enthält. Reducirt man nun die beiden 
Differentialgleichungen (1.) und (3.) mittels des Integrales jt^, so enthält die 
aus Gleichung (1.) hervorgehende Ar— 1 Integrale von der Form und der Be- 
schaffenheit der Integrale (2.)) diese genügen der aus Gleichung (3.) ent- 
stehenden. Alsdann werden diese k—\ Integrale durch andere derselben Art 
ersetzt, an deren Spitze fi^ steht^ und indem man in gleicher Weise fortfährt, 
erhält man den zu beweisenden Satz. 

III. Die Sätze 1. und II. gelten unverändert und werden auf die-- 
selbe Weise bewiesen^ wenn man voraussetzt^ da^s bei den sämmtlichen Grössen 

fi in (2.) — , in endlicher, aber höherer, als der ersten Ordnung unend- 
lich werde, die Gleichung (4.) kein Integral mehr von dieser Beschaffenheit 
von M^ besitze, und wenn man über die Grösse Wi in Satz I. und die Grössen 
fi! in Satz II. dieselben Voraussetzungen wie über jn macht. 

Bei dem Beweise ist zu berücksichtigen, dass die Grössen fi, SSt, /n' 
die Form 

haben, und dass die Grössen w bei den. Umformungen der Integrale unver- 
ändert bleiben. 

IV. Ebenso gelten die Sätze I. und II. unverändert, wenn man vor- 
aussetzt, da^s bei sämmtlichen u in (2.) — -p^ in nicht höherer, als der ersten 

Ordnung unendlich wird, die Gleichung (4.) kein solches Integral von der Be- 
schaffenheit von itfi enthalte^ und die Grössen ^ und (j! sich wi^f.i verhalten. 
Dieses sind die regulären Integrale, 

V. Wenn man mehrere Functionen hat von den Ausdrücken 

je"''y,, e^'ifi, etc., e^y^^ e"'Vi/(e"''Vi)"'e"''V2<*Pj ••• 
(9.) I 

e'^Vi. e"'''vy'(e"''V'.r'e"''V'irfa', ••• etc. 
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worin die Grössen w und ir' die Form oder -Zc^aCa:— «)"% die Grössen (p 

und yj die Form {x^-aY^c^ix^-ay haben, und worin die Grössen itj, ito, ... m?„ 

1^2 9 ... alle eon einander verschieden sind, so kann man aus diesen ebenso eiele 
Integrale der Form (2.) zusammensetzen, worin die Grössen ft alle die dort 
angegebene Beschaffenheit haben. Die Exponenten w und w' kommen in /u 
unverändert vor. 

Denn die Ausdrücke der Form e'^'tpi^ ... e"'*y,, worin die w von 
einander verschieden, sind in einem Integrale der Form 

(10.) e«" g>,fdx (6'^' (p^r' e^^Xi • • 'Jke"''-'Xs-2r' e^'Xs-idx 
enthalten, wo k eine willkfirliche Constante ist und die Grössen x Ausdrücke 

OD 

von der Form (x — aYJJCaix — a)^ besitzen. Will man nun Functionen der 

Form e^'tpi^ e^'tpi/{e^'ipi)''^e^'ip2dx etc. mit dem Integrale (10.) verbinden, 
so erhält man zunächst 

(11.) e^'V'i = e'^^ip,fdx[^e'^^if,r'e''-xy-ß^^^^^ 

wo c eine von Null verschiedene Constante ist. Wendet man nun das Ver- 
fahren, welches zum Beweise von Satz I. dieser Nummer gedient hat, an, 
so wird das Integral der rechten Seite, wenn e eine willkürliche Constante 

ist, ersetzt durch eines der Form 

• 

(12.) c«'' ^Jdx{e< vO"'«"'' «,. .yÄ'(e"''-'Cr'e""*.rfx, 

worin h' eine willkürliche Constante ist, die Grössen l wie tp und tfi be- 

schaffen sind, e^' ipi an die Spitze tritt, die Grössen w unverändert bleiben. 
Dann hat man ferner 

' (13.) e'^^ip, = e'^^tJ^dx{e'^%r'e'^H,,,,ß^e'^H:r'e'^n.^,dx, 

wo c eine von Null verschiedene Constante ist. Und nachdem man auf die- 
selbe Weise wie vorhin dieses Integral, wenn d eine willkürliche Constante 

ist, durch ein anderes ersetzt hat, worin e ' 9)2 an die Spitze tritt, wird letzteres 

Integral als Grösse ume 'ipJie ^tpi)"^ udx eingesetzt, und so erhält man 

schliesslich sämmtliche Ausdrücke (9.) unter der Form der Integrale (2.). 

Dieses werde nun auf die Untersuchungen der vorigen Nummer an- 

37* 
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gewandt. Wenn der Differentialgleichung (1.)? in welcher der charakteristische 
Index Ä>0 ist, h Integrale der Form (2.) genägen, worin die Grössen fi 



so beschaffen sind, dass — ^^ für x=^a in endlicher aber höherer, als der 

ersten Ordnung unendlich wird, so genägen diese Integrale einer Differential- 
gleichung h^^^ Ordnung mit dem charakteristischen Index h. Alsdann enthält 
die Gleichung 

(14.) ^+p^iJ-+-+P.y = 

m—h reguläre Integrale, und man erhält diese Differentialgleichung durch 
Formel (10.) in No. 2, so weit aufgelöst, dass die linke Seite dieser Formel 
gleich Null gesetzt, die regulären Integrale enthalt, und nach No. 1 erhält man 
entsprechend die Differentialgleichung (1.) der vorliegenden Nummer aufgelöst. 
Kennt man weniger als h solcher Integrale, so reducirt man die Gleichung (14.) 
mit denselben und erhält eine homogene Differentialgleichung, die nach No. 3 
die regulären Integrale noch enthält. Nach Satz V. sind nun Integrale der Glei- 

chung (1.) von der Form ;^9.) zu suchen, worin w, tr' etc. die Form ^ c_ ^{x—a)"^ 

besitzen; und wenn die Gleichung (1.) weniger als h solcher Integrale liefert, 
so ist dieselbe mit den vorhandenen zu reduciren, und die reducirle Gleichung 
in derselben Weise zu untersuchen. 

6. 
Es ist nun bei der Differentialgleichung 

deren charakteristischer Index A ;> ist, zu untersuchen, ob sie Integrale der 

Form e"'(a;— a)''J'c«(a;-a)% w = üc^ai^-a^ besitzt. 
Es werde 

^'-Ik^^'^ dx' ^-"d^^^'^'d^' ' • ^^^ dx^^^'^^d^' 

«T = ^c«.(ar— «)■"" und zur Abkürzung -^ = a gesetzt. 
Ist hier 

t — ^ tA,Ur-\)^ ij LA(r-l)# 
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so wird 









daf 



+ 



d*<r*^ 



dx 



"^i+'-'+e-i'^ 



daf 



+ — . 



dkt 



r-i) 



da; 



4 



+ 



d*jr 



(»■-») 



da;. 



t. 



dx 

Hieraus ergiebt sich für den Coefficienlen M'"'^+* derWerlh rs, für Ä</-">+(r-l )(^ +a*) 

'^^'*~ "^ (■^+*')' ""'^ ^""^ *''*^® Weise findet man fflr <, folgende 



der Werlh 



1.2 Vda; 

Formel, die durch den Schluss von r—i auf r sich ohne Weiteres verifi- 
ciren lässt: 



ttt 



(3.) 



tr = :iir+''«i-x7::r + 



rfr-i/ r(r— 1) d^*l 



da;' 



daf 



da. 



2 <»*^^+- + «''^ 
. . . «^ = a »r— 1 + 



»1 = 2, 02=201+^^, ... ^r—^^r^ii ^ 

Der Ausdruck von a« fängt mit a"* an und hierauf folgen Glieder, bei denen 
die Ordnung, in welchen sie für x = a unendlich werden, wenigstens um n 



niedriger ist; »das erste derselben ist 



<^-^Kü-2 ^» 



Ä' 



, auf welches weitere 



i.2 ^ dx 

Glieder folgen, die für x=a in niedrigerer Ordnung unendlich werden. Bringt 
man jetzt die Differentialgleichung (1.) aiif die Form 



(4.) 



d-'M . d"'-'Jf , „ ^ 



dx 



ii/t 



' dx 



wo 



(5.) 



[r, = —/>,, 



(m-l)...(m-tt+i) d'-'p, (m-2)...(m-a+i) d*-^p, _,,_4,- 
1.2...(a-l) da;*-' "^ 1.2...(a-2) da;«-» '""'■^ ^'^* 



(a=2, ...f») ist, und setzt M=e"N, so geht (4.) Aber in 



(6)-:r:;r+»«». 



dx 



+ '•. 



— tH . ^ g. 









cia^' 



4-(m— i)a,«-2r, 



dN 



dx 



+ o„,«2r^ 

Ii— • • • 

4- a, r„._-i 



JV = 0, 



E$ ist ttun zustuehen, ob die Grösse 2 sich so bestitnmen lässt, dass Glei- 
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chung (6.) ein Integral von der Form {x—aY 2! Cfi(x—af haben kann. Hierzu 
muss der charakteristische Index dieser Differentialgleichung kleiner als die 
Ordnung sein. (Abh. Bd. 75 dieses Journals No. 1.) 

Nun ist in a^ der höchste Exponent von [x—a)"^ gleich a(«+l). 
Daher wird in einer Horizontalreihe in (6.) rj(l,(m— Sjai,...«m-b) in welcher 
entweder r„ = 1 oder r^ für x = a von Null verschieden ist, das folgende 
Glied in einer Ordnung für x=^a unendlich, die um n+X höher ist, als bei 
dem vorhergehenden. Wenn man daher die Coefficienten zweier aufeinander 
folgenden Differentialquotienten von iV betrachtet und bei jedem von beiden 
Coefficienten von allen Potenzen von (^a? — a)""*, die in den Gliedern vor- 
kommen, die höchste herausnimmt, so ist dieselbe bei dem Coefficienten des 
niedrigeren Differenlialquotienten wenigstens um n-\^\ höher. Damit also der 
charakteristische Index kleiner als m werde, ist folgende Bedingung noth-- 
wendig: 

Nimmt man bei dem Ausdrucke 

(7,) a,, + a„,.^ri + '" + r„, 

eon allen Potenzen eon {x—a)~\ die in den Summanden desselben vorkommen, 
die höchste heraus, so muss diese mit den n— 1 niedrigeren auf dem Gesammt-- 
ausdruck (7.) ausfallen. 

Da in a« die Glieder, die auf «" folgen, in einer Ordnung für x = a 
unendlich werden, die wenigstens um n niedriger ist, als in j5% so ergiebt 

sich, dass wenn man bei beliebigem z = -r- von allen Potenzen von (x— a)"*, 

die in den Summanden des Ausdruckes (7.) vorkommen, die höchste und die 
n—\ niedrigeren herausnimmt, diese in den einzelnen Summanden des Aus- 
druckes (7.j dieselben sind, die aus den Summanden des Ausdruckes 

(8.) a"' + r,Ä'"-'+...+r,, 

hervorgehen, und diese stimmen wieder, wie sich aus den Formeln (5.) er- 
giebt, mit denjenigen übereiu, die die Summanden des Ausdruckes 

(9.) a--p,a--*+... + (-iy"p,^, 

liefern. Wenn ferner der charakteristische Index in Gleichung (1.) h ist, so 
kommt die höchste Potenz von (x— a)"' von allen, die sich in den Summanden 
von (90 finden, nebst den n—X niedrigeren nur in den Summanden des 
Ausdruckes 

(10.) Ä'"-Pi5'"-'+-+c-iy>.5' 



, tu — h 
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Tor, und damit dieselben aus diesem Ausdrucke, wenn A>>0 ist. ausfallen, 
ist nothwendig und hinreichend, dass dieselbe Bedingung erfällt sei bei dem 
Ausdrucke 

(11.) ^"-;,,^^-' + ... + (-iyp,; 

Am dem Ausdrucke (il.) müssen also^ wenn man z = -t-^ tr = ^c_fl(ar--a)~" 

UßX \ 

m 

einsetzt y von allen Potenzen von (x — a)~^^ die in den Summanden vorkommen^ 
die höchste und die n—X niedrigeren verschwinden. Diese Bedingung bestimmt 
zunächst den Exponenten n+1 der höchsten Potenz von (x— a)~* in z und 
den Coeffidenten dieser Potenz, 

Die Ordnungszahl, in der p« für x = a unendlich ist, wird wie früher 
(No. 3) durch ti^ bezeichnet, wo :^tt = ist, wenn p^ für x = a nicht unend- 
lich. Die Exponenten der höchsten Potenzen von {x — a)^\ die in den ein- 
zelnen Summanden von (11.) vorkommen, sind dann in der Reihe: 

(12.) h{n+i\ 7i, + (Ä-l)(«+l), 7r2+(Ä-2)(ii+l), ... n, 

enthalten, wenn 7r^>>0 ist; und wenn :r70 = O ist, so ist in dem betreffenden 
Summanden der höchste Exponent von i^x—ay^ kleiner als die erste der 
Zahlen der Reihe (12.). Demnach geht der höchste Exponent von allen Po- 
tenzen von {x—a)~'\ die in den Summanden des Ausdrucks (11.) vorkommen, 
immer aus der Reihe (12.) hervor. Er muss nun, damit die entsprechende 
Potenz von {x—a)"^ aus (11.) ausfällt, wenigstens zweimal in der Reihe (12.) 
vorkommen. Bringt man diese Reihe auf die Form: 

(13.) A(« + l), 7,.+ (Ä-l)(«+l), 2.-'J+(A~2)(»+l), . . . Ä.^, 
so sind hier die positiven Zahlen 

(14.) 71,, -f, ... — 

ZU untersuchen, von denen die letzte ^ — ~— ist. Bezeichnet man die grösste 

dieser Zahlen durch g^ so kann i^+l nicht grösser als g sein, weil sonst 
h{n+\) grösser, als alle anderen Zahlen in der Reihe (13.) würde. Es muss 
daher, damit ein brauchbarer Werth von w+1 möglich ist, fl' ^ 2 sein, worin 
enthalten ist, dass n^ jedenfalls ^A+2. Es sei nun ^^2 und trete zuletzt 

bei — auf. Ist dasselbe ganzzahlig, so bestimmt es einen Werth von 

f»-f 1 und der Coefficient von (x — o)"^ in z wird bestimmt durch die 



k. 
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Gleichung: 

(15.) ^~[pi(x~a)^ .o^-*+[p,vx-ay']^-.a^-'~... + (-l)lp,(a:-a)^^^ 
Setxt man hieranf« wann gZ>2 isX^ kleinere Zahlen als g für it+l in die 

Reihe il3.» ein, so ist ioner c—^+(k—e)(m+l) grösser, als die vorher- 
gehenden Zahlen, daher kann ein weiterer Werth von ii+l nur aus der Reihe 

filr a-ri <^9 hervorgehen. Hier hat man nun in derselben Welse wie vorher 
die Reihe 

vl7.' Jk~f^» + 1>, .T.^.| — n.+ i^A— c~lH»+l), . . ^A— ^p 

in «Blemcheo. Von den Zahlen 



V IS. -^-^i — •'T.* 



■r+5 — «f «A — ^c 



2 ' k-c • 

wovon die letxte jedenfalb positiv« sei die grösste positive g'. n+\ kann 
nickt grteser. ab g sein, weil sonst die erste Zahl in (16.) grösser als die 

foU^adea. Xan ist ^' kleiner« ab ^ = — ; denn g = -^ — -^ < -r, c<ic, 



«eil ^ ^ — • t? sei j^ 2 mnd trete inletzl bei -;)— ^ auf. Dasselbe 

besü«i«U wenn es fanuahlis isC einen Werth von n+1 nnd der Coefficient 
T^M ^x— « ia » ist \^nrMl der Gleichung 



I«t ^ ^ 3« ^ ^ ■>«■ >> dt{«K^«r Weise die 



*X t ..-•» 



tt » • 



k-d 



•« a«!ef«i*«^ at t<T iii^ jhSsste positive ganie Zahl g' <ig ist, da 

« . _ « , it^ — <y- 

V • • ^ Ä. — a.. 

«%^ A^a«^ N«ri^ ^rAii* bmw ain> nmdetitig die möglichen Werthe eon 
^ » *w ^^ S.äA^ /. / ^^* -^ *< ^^»rkorigrm Coeffidenten von (x-a)-^-+'> 
.;, , K>.tva.-i ^ »ViAbi J^ UMekmmgrm (U^X (19.) etc. 

Sji ^^t'^^ »«n «»Aoh^ Jie^be tnlersuchuug an derjenigen Diffe- 
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I 

rentialgleicbuiig aqgeslellt, die man aus (1.) durch die Subst^ion 



m 

erhftlt: '^- 






• «■ 



, i/x»»"* rfa* 



* 1 - 

wenn i ^^ in der Utoigebung von or = a einwerthlg und für x = a in end- 
licher OfdnuBg unendlich wird. Die Coefficienten von ^'' in dieser Gleichung 
sind (No. 2) 

(22.) p. = p(')+^+p(i),^Ai^, « = 1,...«,, pS'>=I, pO) = o. 
Der dem Ausdrucke (11.) entsprechende Ausdruck bei der Gleichung (21.) 

wird, wenn — f^^^ ^^^ x = a in höherer, als der ersten Ordnung unend- 
lich, so dass der charakteristische Index h der Gleichung (1.) um 1 ver- 
mindert worden ist, 

(23.) u*-^-;,(«3tt*-'+...+(-l)*->(!),, 

und wenn — j^^^^ för x = a in nicht höherer, als der ersten Ordnung un- 
endlich, 

(24.) u'-p['^u'-'+"'+i-iypi'K 

Setzt man aber für p^ den Werth (22.) Jn die Formel (11.) ein, so sieht 
man, dass die höchste Potenz von {x — a)"^ von allen, die in den Summanden 

von (11.) vorkommen und die n— 1 niedrigeren in dem ersteren Falle, wo 

dlogu~^ 

T-^^^— iü höherer als der ersten Ordnung unendlich wird, dieselben sein 

müssen in den Summanden des Ausdruckes 



(25.) ...+(-i)-(p('>,+pi2.^i^)3+(-l)>J2.^- 



dx J^^^ ^^P'-' dx 

c 

dx 
in dem zweiten Falle dieselben in den Summanden des Ausdruckes: 

(26.) z'-p['U'''+pi'^i'^'— + {'-i)'pi'\ 
Sucht man nun durch die Bedingung, die bei (11.) angegeben ist, die höchste 
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Potenz von (xm»)"' in « und s aas den beiden Aäsdrficken (23.) und (25.) 
zu bestimmen, so sieht- man ans ^ftn üei^leiclie dieser beiden Ausdrücke,' 
dass jeder Exponent der höchsten Potenz rTon (a;~«i"' und der zugehörige 
Coefficient in den Grössen u hei der Differentialgleich un^^ (21.), auch in den 
Grössen z bei Qleichung (1.) vorkommen und ai^serdem bei letzterer Glei-' 
chung die entsprechende,!! Werlha ane ^,^'. Und vergleicht man 'X34.) mit. 
(26.), so ergiebl sich, dass jene Exponenten und Coefficienlen bei beiden 
Differentialgleichungen dieselben sind. Daraus folgt: „^ -'(>■ 

Wenn man die Integrale (2.) m No. 5 au/ßteUt und diejenig0l Gröuea 
jit~' untersucht, bei tcelchen — ^" - in endlicher, aber höherer, als der ersten 
Ordnung für x=a unendlich wird, so ergiebt sich, das» der Exponent und 

—^ — unter den entspre~ 

chenden Werthen enthalten sind, die bei der Grösse a von Gleichung (1.) atif- 
trcten und aus Formet (11.) nach dem Vor$ergehenden bestimmt sind. Die 
Anzahl der genannten Grössen fi kann nicht grösser seittj als die ^jaüne der 
Wurzeln der Gleichungen (15.), (19.) etc., die bei Bestimmung von »;difiretmi. 
Es ist nun die Grösse z bei Gleichung (1.) aus der Bedingimg, die 
bei (11.) angegeben, weiter zu bestimmen. Aus den Zahlen g, g' etc. sei* 
also ein brauchbarer Exponent n-\-i von {x~a)~' gefunden und man nehme 
als Coeflicienten dieser Potenz eine einfache Wurzel der zugehörigen Glei- 
chungen (15.), (19.) etc. Es vverde der Ausdruck (11.) dorch /(a) bezeichnet. 

Unter der gemachten Voraussetzung verschwindet in - ^ — der CoefBcient K 

der höchsten Potenz von (x— a)~' von allen Potenzen, die in den Summanden 

vorkommen, nicht. Die n Coefßcienten In » = ™, w = £c^,(x—a)~' sind 

da; ' 1 

dann durch die Bedingung, die bei (11.) angegeben, eindeutig bestimmt. Denn 

stellt man die diese Bedingung, ausdrflckenden n Gleichungen auf, so fahrt 

jede neue einen folgenden CoerScienten von s im ersten Grade ein, multi- 

plicirt mit der von Null verschiedenen Grösse K. Es ist nun ebenfalls von 

Null verschieden .der Coefficient der höchsten Potenz von (x— «)"' aus allen 

Summanden von 
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gleich der hd^chsten Polenz von {ä^a)"' vo j^ en, die in den Snmä['ariden enthalten 
sind. Vfti da von den n-fl höheren .■PTOmen^ von (»— a}''^ den höchsten, 
die in den Summanden des Fnclürs von A' ciithnllen sind, die höchste und 
die »— 1 Diedrii>'eren aus diesem Fnclor niisfnilon, sv wird der ckarakteristisc/ie 
■'Jttdex ^n, .Gleicknng {[i.') (//eicli jm— 1. Zugleich ergiebt ^iB^vaas'Formel (25.) 
&id (3(rT, dass die Ausdrücke vou s, die finfiiciien Wurzeln der Gleichungen 
(15.). (19.) ete. enlsprecheii und iiii:lil hei der Rediiclion verwandt werden, 
■*in der lieuen Differca)ialgleichuii» unverändert erhalten bleiben. Wenn eine 
-'^ A\'ur2ef der Gleichungen (15.), iI9,) etc. mehrfach r mal vorkomml, so ver- 
schwindet, in ^~— die höchste Pot«tiz. von {x—a}'' von allen,, die in den 
, einzelnen Summanden -vorkbmöien, nicht. 'Der Cöefficienf der. höchsten' Potenz 
,^on (a; — a)~' aus allen Summanden in dem Factor, von -j— verschwindet 
nicht, während dies der Fall ist hei den Facloren von -^~i — N. Die Be- 
stimmung der Coeflicienlen in z wird im Allgemeinen mehrdeutig; es treten 
ausser den durch die Bedingung hei Formel- (11.) gegebenen n Gleichungen 
noch so viele hinzu, dass der charnkturistische Index in Gleichung (6.) kleiner 
., .^ uls-.Äie fibflriun* wÖy^ '■' , /^^^'?* '.^ * ;. #■ 



# 




^:'> «aKC-+p.ärf+-+fcr= » 



-h reguläre Integrale babe 



iahe, so müssen die Iritejjte der Gleichung (1.) 
'*Sn der F^orm ' 



ler vorliegenden Nuhimer 
auch der Gleichung (3.) in No."4 

genögen. , Dann hängen durch Formel (14) in No. 2 die Grössen g, mit p^ 
und ;>^*' zusammen, und es ist 

[p;«(x-<,)']„. = [^ (»-«)•]„.■ '' 

Es werde nun dieser Zusammenhang der Grössen g, mit p, und p^*' durch 
Formel (14.) in No. 2 als bestehend voransgesetzl, wobei die Grössen pl;*' den 
charakteristischen index Null und g, den charakteristischen Index k haben. 
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Alsdann ist der Aasdrnck ^,^^ 

(28.) r*-«/,f.^'+-+(-l)*Ä, ■ 
t) = -j— , tp' = ^AL.j(x.— a)~% der bei fileichung (27.) dem Ausdrucke (li.) 
bei Gleicbanflf^l^eiftspricbt, zu untersnclien und zuzusehen^ inwieFerik sich aus 
(11.) und (38.) *^<i''(='i die Bedingung, die bei (IJ.)angegeljen isl, fiiiereinsUmiiiendB 
Werlhe von z und o ergebtli: ßelz! man aber in fl1.i iür p. Seinen Aus- 
druck durcb Formel (M.yin'No. 3^ so ergiebt sich, dass bei einem beliebigen 
5 die höcbsle Potenz von {x—a)~' aus allen Summanden und die «—1 nie- 
drigeren, die in den einzelnen Summanden Von (1 1.) vorkütiimcn, dieselben 
teiv -mdj|S6h,Vdie .Iftr a ==.r aus den Summanden von (28.) liÄl^Vflr^cben. 
Daranii- fclgt,- d^f^ di« h<tchsle Potenz von {x~dr' ans allen Susioiand^ ■' 
von (28>), die aus dedf.^fesamvrausdrucke <,28.) »usfällt, dieselben ExponenLei)^ 
hat'Und zur Bc^limamng der Coefficienten dieser Folenz dieselben (^leichniijEen*' 
bestehen wie bei (11.). Eiaar '■.einfachen Wurzel einer solchen Gleiclkuug 
entspricht dann derselbe v'ollst^^ beslimmle Ausdruck von 2 und c, und der 
charakteristische Index wird'jj^lf^älchung (27.) nach Sabstiltilioh von S^-e',''T, 

~r— = t nm Eins weniger als die Ordiung,. wie bei CiIeitJMn)^ (ö.).'- .. Man - 
erhält alsdann aus beiden DifTeji^'lia^eichQngen ERWickelungeu aer Form^ 
(x — a)''^"c,(a; — a)', wo c„ von' Null verschieden i3^^äj»^n vott«|PGrösse 
r noch nachweisen kann, dass sie für beide GleicrfiiM||[K'vf6se|ke <istA*J}enn 
— r wird (vgl. Abb. ^-74, No. 6) bei Gleichung (6.) gleich ein^J^uotier^n. 
dessen Nenner der von Null verschiedene Coefficieot *49iP höchsten t!^/^ 
von {x—dr' von allen ist, die in den Summanden des "^Sl^* von ^-r-r Vor- 
kommen, und dessen Zähler der CoefGcient der um Eins höherdn ' Potenz 
von (x— o)~' im Factor von N ist. Nun wird dieser Quotient bei G^ichung 
(6.\ wenn der Ausdruck (11.) gleich f{i) gesetzt wird, gleich der Grösse: , 

und diese wird gleich: 

(30) l'' '^•^. ^= ' ^^* '^ ^^l^\ 

Der entsprechende Quotient bei Gleichung (27.) wird, wenn der Ausdruck (28.) 
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gleich <fj{ti) gesetzt wird; 

. •■■«.., ' •• L -ä^J™. 

Da feon a = f) ist und in f{a) und ^(o) die höchste Potenz von (x~a)~' aas 

§Samnianden in den entsprechenden Summanden vorkommt mit flberein- 
enden Coelücienlen, so hat man 

* L .< '. :. ^j ÖS J^« 1- du Jx=. 

pz^--jnata.i4 f iV^T- l f'''" P. '" /l*) <äen Ausdruck durch Formel 

''<14:> iib No. 2, so nebelt man 

lJefc«Veissilinmun^ d^^Warthe vA r erwiesen ist. — 

Ist nun i so' fw^pAut, däss'^er charakteristische Index in Gleichung 
(6.) kleiner nls m viiti,%;SO kommt es «uf die Convergenz der Formelteu 
#^ntiyicI^efatM[^ ^hr regulären Integrale f$^ (6.) an, welche Entwickelungen 
man nach AlhandlHng'^d. 74 No'. 8 bildet^ Nach dem Vorhergehenden wird zn 
^inim^Qrthe'yiNl < ft^icharakteristische Iqdex der C^ichung (6.) im Allgemeinen 
m— 1 ; zu diesem Wertbe von z bat man dann eine einzige Entwickelung der Form 

in Bezug auf die Convergenz zu untersuchen. Findet man mehrere Integrale 
von der Form (9.) in No. 5, worin w, w' von Null verschieden, so kann 
^ man nach No. 5 Satz V. mit. diesen die Gleichung (1.) ebenso oR reduciren, 
und hat, wenn die Anzahl jener Integrale kleiner als h war, die reducirte 
Gleichung in derselben Weise zo untersuchen. Ergeben sich aus den Aus- 
drücken (14.), (18.) elc. solche Werthe des Exponenten n-fl der höchsten 
Potenz von {x — a)~' i« a, dass die Wurzeln der die Coeffidenten dieser 
Potenz bestimmenden Gleichungen (15.), (19.) elc. in der Ansahl h auftreten 
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und jede einfach in der betreffenden Gleichung vorkommt, so erhält foan h 
vollständig bestimmte Entwickelungen der Form e''{x — ay£c^{x~a)', toorin 
die Grössen u> von einander verschieden sind, welche Entwickelungen, ^leenn 
sie convergiren, ebenso viele Integrale der Gleichung (1.) darstellt. )/li^\s, 
derselben wird nach Nt). 5 die Differentialgleichung (14.) in No. 5, die alsdann 
m — h reguläre Integrale eniliüll, durch die Formel (10.) in No. 3 aurgel^ 
in welcher Formel die rechte Seite mittels der vorhin genannten h Inte 
dargestellt wird und die linke Seite, gleich Nnll gesetzt, die regulären Integn 
enthält. Nach No. 1 ist dadurch auch die Differenl^lgleicfatin^ (L^fder tof^ 
liegenden Nummer aufgelöst. ■•• - .■* ^ '- .. 

Berlin, den 7. Mai 1873. 



Integral^ 



V* 



M% 



• ^<ifc.. 
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Extrait dMne lettre de Monsieur Ch. Hermite k 

Monsieur Paul Gordan. 



£n attendänt, c'est des fractions continues algebriques que 

je^prends la liberte de vous entretenir, ou plutöt d'une extension de cette 
thäjorie, ayant chercbe le Systeme des polynömes entiers en x, U, F, W, 
teljs que le developpement de I'expression a trois termes 

^ Usinx+Vcosx+W 

commence par la plus haute puissance possible de la variable. Ces polynömes 
forment une serie . doublement inGnie, ainsi que pouvait le faire presumer 
Tanalogie avec la theorie arithmetique des minima successifs de la quantile: 

oü a et 6 sont des constantes numeriques, x, y, z des nombres entiers. Ces 

^ 

; minima s'obtiennent en effet par la reduction continuelle de la forme qua- 
^dratique temaire: 

(x-{'ay + bzf+^ + ^, 

oü entrent deux indelerminees a el ß auxquelles doivent ölre attribuees toutes 
les valeurs de zero ä Tinfini. La premiere serie conduira a la fraction con- 
tinue de Idunberl: 

^ tangx = 






3-^ 



5- . 

et s'obtient ainsi: 

Seit ^ = sinar^ puis successivement: 

A =/ Axdx = sina?— rrcosa?. 



o 



^2 = / ^ia?rfx = (3— a;^)sinaj — 3a;cosa;, 



u 



A3 = / A2xdx = (15 — 6a;^)sina?— (15a?— ar'jcosiT, 
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et en general: A^^^ = / A„xdx. Les formules elemenlaires: 

/cosx F(x)dx = sina?5(x) + cosa:5'(ip)^ 

/ s\tt xF(x)dx = sin a:5'(^) — 008x5(0:}, 
oü Ton suppose: F(x) un poIynöme enlier el: 

montrent que A„ est de la forme J/sinx+Kcosa:, U ei V etant des poly- 
nömes entiers dont Tun est du degre n et Taulre du degre n— 1. En second 
lieu si Ton part du developpement en serie: 



yl = sina: = x— 77-0 + 



x^ . x^ 



' • • 



2.3 ' 2.3.4.5 ' 

on en conclura aisement: 

^»^ "^ i.3.5...2w+l ~" 1.2x3.5, ..2n + 3 ■^"* 
ou encore: 

^ - ^ n (2Ä+i)(2/t + 3)...C2* + 2n-f-i) 1.2.3...2Ä 

Le premier lerme de celle serie etant en a?**"^*, vous voyez que U el V sont 
bien les polynömes qui rcsultent de la theorie des fractions coniinues. Mais 
on peut y parvenir par une auire voie. 

Soit: 21 = , puls successivemenl: 

X 

91 — i rfät _ sina; — iccosa? 

^^'^ '~'x'dx " X* ' Jkt 

Ol — * rf^i __ (3 — ic')8ina? — 3xco8a? 
^^"""■^ dx " i^ ' 

91 - J- ^» _ (15 — 63;') sina?— (i5a; — a?') cosa? 
^ ~ X dx X* 

et en generali 2l„^i = — — -r—' On reconnail immedialement qu'on aura 

»17 CtX 

^ __ (78ina;+ Kcosa; 

t/ el V etant encore des polynömes dont Tun est de degre n et Tautre de 
degre »—1; on oblient aussi facilement la serie: 

1.3.5...2W + 1 2.3.5..,2w-t-3^ 
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A 
II s'ensuit que: 81, = .^J"^^ ; el par consequenl 

^»■ft ^ _J d f An \ 

c'est-ä-dire : 

^... = (2« + l)A— ^x; 

mais -^^-^n-i^^ ^' "öös parvenons enlre trois lernies consecutifs ä la 
relalion : 

De la se tire la fraction continue de Lambert^ et requation differentielle des 
traDScendantes de Bessel U suffit en effet d'observer que: 

. _\^dAn . \ f d'A„ 1 dAn\ 

^*-* '^ X dx' ^'*-- " x'\ dx' X dx y 
pour passer de regaliie A„=={2n—\)A^^i—A^_2^^ ä celte equation si connue: 

d^An 2n dAn . . _ .. 
"dp ^"5^ + ^" ~ "' 

dont une seconde Solution est donnee comme il est aise de voir par la formule: 

A^ = i/cosx— Fsinx. 

Je vais maintenant sorlir du domaine des fractions conlinues, et definir 
une seconde serie de polynömes U, V, W en posant: 

puis successivement une troisieme, une qualrieme etc. par les relations sem- 
blables : 



C,=.f^B,dx, D^^f'Cndx, etc. 



O 



Les formules deja employees: 

lcQSxF{x)dx — slnj:^(x) + cosa:5'(a:), 

/s\nxF{x)dx = sina:5'(^)--cosar5(^) 

donnent la composition de ces quautites, et montrent qu'en designant par P^ 
le terme general de la serie de rang p, on aura: 

Pn = Usinx+Vcosx+W, 
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17 et F etant des polynömes entiers Tun du degre n^ Tautre du degre n—i^ 
et W de degre p— 1. Or le developpement: 

p ^ ^in^py (2A + 2) (2k -M) ■ . ■ (2* + 2n) (^ Vfx^' 
r^ -^ X ^k 1.2.3...2Ä+2II + P ' 

dont le premier terme est de degre 2n+p, a bien la forme voulue. Ces 
meines quantites peuvent s'obtenir d'une autre maniere comme il suii. Posons 
suivant que p est pair ou impair: 

y xP 1^°^^ *^^1.2 1.2.3.4^ +^ *'' i.2...p-2J 

OU bien: 

pzl . 

^ = H^-H^-^+T:2T-- + ^-^^ i.2...p-2 J 
et faisons successivement : 

Cette loi de formation donne tres-facilement le developpement en serie de 
%, en partant du developpement de 'JJ, a savoir: 

q, _ _J , 

^ i.2...p 1.2.../) + 2"^ 1.2...p4-4 

On retrouve ainsi: 

(2k + 2) (2A + 4) . . . (2^ + 2n) (- 1 )*x^* 
ü i.2.3...2Ä-f 2n + p ' 



% = -?* 



ce qui conduit a la relation: 



p 



d'oü Ton tire comme pour les quantites A„^ celle-ci: 

dP 
Mais la derivee —^ est le «« terme de la (/>— 1)« serie, faisant donc: 

)» = 2, 3, 4, ... 
noQS aurons successivement: 

D,+, = (2»+4)/),-C,a;, 



• ••••• •• 
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J'ai calcule par ees formules et celles qui concernent A„ les valeurs sui- 
vantes : 

Ai = sina:— xcosa?, 

A^ = {ib'-6x'^)s\nx-'{ibx—x^)cosXy 

A, = {i0b-4bx^+x*)sinx''{i0bx-i0x')cosx, 

As = (945-420a:'+15ar')sinaT-(945a:-105x'+a:^)cosjr, 

Äy = — COSX+1, 

Bi = — a?siua?— 2cosa;+2, 

Bi = — 5a;sinaj— (8— a?*)cosa;+8, 

Bi = -(33a;-ir')sina:-(48-9a;'jcosaj4 48, 

5^ = -(279aj-14a;')sina:-(384-87ar'+ir*)cosar+384, 

Bi = -(2895a;-185a:^+ir*)siniF-(3840-975ir'+20a;*)cosa;+3840, 

C/= — 3sinir+iPCOSx + 2jr, 

C2 = — (15 — iP^)sinir-}-7a?cosa? + 8x, 

C3 = -(105-12a:')smar + (57a?~a;')cosa?+48a:, 

C4 = ~(945-141a:'+a:*)8ina?+(561a:~18a:')cosa:+384ir, 

« 
Do = coso:— 1+^, 

Dl = iPsina:+4cosa:+a?'"-4, 

D2 = 9a;sina;+(24-a;')cosar+4a:'~24. 

D3 = (87a? ~ a?') sin X + (1 92 - 1 5x') cos a: + 24x^-192, 

C'est mainlenant, Monsieur, que se presente une question arithmetique d'un 
grand inleröt. Supposons x = iy en faisant pour abreger: 

h = -T— = — ^ — , A = cosi = —^ — ; 

la quantile P«= f/sinic+ Fcosa:+ W^ prendra la forme stiivante 

oü II et f sont toujours des nombres entiers, tr pouvant dtre fractionnaire, 

39» 
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mais devenant egalement entier quand n croil au dela d'une certaine limite. 
On a en effel: 

en supposant & = 0, 2, 4, .. .^ /> — 2, si p esl pair et: 

en faisant & = 1, 3, 5, ... p—2^ si je? esl impair; or dans les deux cas il est 
visible que le coefficienl ^"" ^^^ " ^ J o T "~ ßnil par devenir 
entier. Cela pose, les divers syslemes des nombres 

donneront-iis des minima de la fonction lineaire xh+yh'+z? 

Vous connaissez la decouverte memorable de Dirichlet sur les minima 
des fonctions lineaires, a un nombre quelconque d'indeterminees; en arilh- 
metique eile me semble, si je puis dire aussi importante que la theorie des 
fonctions elliptiques pour Tanalyse. Mais tandis que les fractions continues 
sont d'un emploi usuel, les applications numeriques des theoremes de Dirichlet, 
restenl comme impossibles, et a cet egard je reconnais n'avoir encore guere 
avance la question, en deduisant ces theoremes de la consideration des formes 
quadratiques. Me pla^ant toulefots en ce moment a mon point de vue, j^en- 
visage les minima de la forme: 

ou a et /? sont positifs et dont rinvariant est /><= — 3-* Ces minima satisfont 

a p 

a la condilion /< |/2Z); or le produit {hx+h'y + zf ^ a pour maximum 

(Jr) ^ d'öu C6tl6 relation independante de a et ß, savoir: 

(hx + h'y + z)xy < y^. 

En appliquant ce criterium aux nombres donnes par les quantites B^, on re- 
connait immediatement qu'ils ne peuvent convenir, mais dans les series soi- 
vantes je trouve: 
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Z), = -9A+25A'-28 = ^^^i^^ + - 
D, = -88A + 207A'-216 = -^^^-.... 
iE, = 333A- 124Ä'-200 = ^^^^^^ + ... 

F. = .2325A-6136Ä'-6736 = - 3.5.7.9.i0.11.i2.i3.14 -• 

elc. .) et Yous voyez que la condition requise est completement remplie, le 
calcul par logaritkmes donnant dans le dernier cas: 

2325x6136 _ n aaoqq 

3.5.7.9.10.11.12,13.14 ^ ^'f^^^^^' 

Mais je reviens ä TAlgebre, pour coosiderer les expressions rationnelles 
rapprochees de sinx et cosa; donnees par deux equations telles que: ^„ = 0, 
.JP^ = 0, ou bien Ä« = 0, C„ = 0; C^ = 0, /)« = elc. Dans le premier cas 
^ipar exemple, on trouve pour n — \^ 2, 3, ces valeurs: 

.. _ 2x _ 24a; 720j:-48(c' 



:^*<fosJ? = 



2 + x'^ ' - 24 + 4a;'+ x* ' "" 720 + 72j;'+ 62;*+ x« ' 
2 24— Sa:' 720 -288a;' 



^^^^-^ 2-f a:'' 24 + 4x--i-a;^' ^ 720 + 72a;'+6x*+a;' 

,et en genei^l il est aise de voir qu'elles seront de la forme: 



cosa?==-Tr-, sina; = 



R, S ei T elant des polynömes "enliers dont les premiers renferment seule- 
ment des puissances paires et le troisieme des puissances irapaires de la 
variable. En deduisant d'abord des relations proposees: 

S + iT 

cosa;-risinar = — 5 — 

R 

j^observe que si Ton change x en — ix, on se trouve amene a une expression 
entierement reelle de Texponentielle ^^ par une fraction dont le deuominateur 
ne contient que des puissances paires. Sous ce point de vue plus simple, 
je remarque qu'en posant: 
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on peut en general disposer des coefficieols a,), Oj, ... de maniere que le 
produil e'4>{x) ordonne suivant las puissances croissantes de x., manque des 
n lermes en x^^^^'^ x''.^^^'', ... x'^'^^y el soit de la forme: 

II en resulte qu'en faislinl: 77,(a;) = /7(— rr), nous aurgns aux lermes pres de 
Tordre 2ii+/i + l : 



6" = 



^^ W .-. -. ^1 W 



et il suffira de changer x en ix pour retrouver sous forme reelle, les ex- 



pressions que j'ai eues d'abord en vue: 

S . T 

cosx = -^^ sinx = -^- 

Or ces polynömes 4^{x) et n'{x) dont la consideration me semble indispen- 
sable pour approfondir la queslion arilhmetique difficile que j'ai seulement 
touchee, s'obtiennent comme il suit. 
J'applique la formule: 

oü Fi}) est une fonction entiere et %{l) la quantite: 

_ 'i . 

je re- 

.X w 

(I 

marque que la relation: 

« 



a la delermination de Tinlegrale definie / r(l~/')''e"'''rf/. Pour||ip 



u 



met en evidence deux termes, dont le premicr se caicule au moyen du de- 
veloppement: 

qui donne les valeurs des derivees de F{t) pour f = 0, on a donc imme- 
dialement: 

nr(f\\ _ i.2.3...n p i.2.3...n-f-2 , . v^ 1 .2.3.'..n4-2p 
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en posanl: 

4>{x) = a:'--^(«+l)(«+2)a:'--H^^|^(«+l)(»+^^ 

Soit en second lieu <=1 + A, les derivees de F(/) pour < = 1 s'obtiendront 
en developpant suivant les puissances de h la quantite: 

F(l+A) = (-iyAP(l+A)"(2 + Ay. 
Faisons: 

(l + A)-(2 + Ay = ^ + ÄA+CAH-- + A"-^^ 

et Ton en conclura semblablement 

en ecrivant pour abreger: 

77(0?) = ^a;"+'+p5a;'*+^Hp(p+l)Ca:"+^-'+--. 
Ceci pose, et en observanl que Fintegrale / f'{\-'fye'^^dl peut ölte evi- 

demment developpee sous la forme: €+£i^+^2^^+*** Ib relation a laquelle 
Dous sommes amenes ä savoir: 

donne facilemenl: 

Les polynömes cherches sont donc ainsi oblenus d'une maniere generale, roais 
je n'en ai pas jusqu'ici fall Tetade approfondie. J'ai seulement remarqae que 

Tintegrale definie / r(\—l^ye'~^'dly et ces deux autres: 









satisfont ä requation lineaire du troisieme ordre 
Vaunes (Morbihan) 9 Juin 1873. 
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Ueber ein Prineip der Zaordniing algebraischer 

Formen. 



(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 



Einleitung. 

xn einer Noie ^ Ueber die Darstellung binärer Formen als Potenz- 
summen^ (dieses Joornal Bd. 75 p. 172) habe ich eine Beziehung zwischen zwei 
binären Formen berührt, welche darin besteht« dass eine gewisse aus den 
Coefficienten beider linear zusammengesetzte Invariante verschwindet. Diese Be- 
ziehung lässt sich auf Formen mehrerer Variablen passend erweitem, derart, 
dass ihre wesentlichen Eigenschaften erhallen bleiben. Besonders erweist sich 
dieselbe fruchtbar für die Betrachtung der quadratischen temären Formen *). 

In dem hier folgenden Aufsatze #ir^ die durch jene Beziehung ver- 
mittelte GegenAberstellung conjugirter Gruppen in dem ersten Paragraphen 
mit Beschränkung auf binare Formen ausföhrlich erläulert. In den beiden 
folgenden Paragraphen wird aus dem aufgestellten Prineip eine allgemein 
geltende Darstellung algebraischer Formen als Potenzsummen entwickelt, bei 
der die zu Grunde liegenden linearen Formen sich vorzugsweise durch die 
(geometrisch) anschauliche Lage der durch sie repräsentirten Geraden aus- 
zeichnen.« Bei allen diesen Betrachtungen bleibt die Zahl der Variablen auf 
drei beschränkt. Der vierte Paragraph giebt eine vollständige Ausführung 
der Aufgabe für Curven dritter Ordnung, während in §. 5 der allgemeinste 
Satz ausgesprochen ist, der bei Polenzdarstellungon auftritt. Eine kurze An- 
wendung auf Curven dritter Ordnung, sowie einige weitere Folgerungen 
scbliessen sich daran. — Der sechste Paragraph, der 3Iethode nach von dem 
Vorangehenden unabhängig, liefert aus einem ganz anderen Prineip eine Dar- 

Stellung ternärer Formen n^^^ Ordnung ebenfalls duich --^ — Potenzen. 

Sie stimmt mit derjenigen überein, auf die Herr Reye durch Anwen- 
dung der Mechanik entnommener Betrachtungen geführt wurde**), welche 



*) Vgl. Smiihy Proc. of the London Math. Soc. 28. May 18«)8, 80>\'ie meine Arbeit 
, Ueber Systeme von Kegelschnitten" Math. Ann. VI., S. 264. 

**) Dieses Journal Bd. 72 S. 293. 
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aber nicht ohne Weiteres die Möglichkeit erkennen lässt, die betreffenden 
Geraden als die Seiten eines vollständigen »-Ecks zn wählen. 

Zwei binäre Formen von gleich hohem Grade 

(10 ( ' 

welche symbolisch durch Potenzen 

(1^) f= {a^Xi+ chx^f = a:, 9? = (aiori+a^ajj)" = «2 

dargestellt werden mögen, sollen im Folgenden einander conjugirt heissen, 
sobald der in Bezug auf die Coefficienten von f und (p bilineare Ausdruck 

gleich Null ist. 3Iit Benutzung der eingeführten Symbole nimmt diese Be- 
dingung die Form an: 

(3.) [aar = 0, 

wenn wir, wie üblich, durch {aa) die zweigliedrige Determinante aia,— 02^1 
bezeichnen. 

Aus der Art der Zusammensetzung des Ausdruckes (2.) ergaben sich 
unmittelbar einige Folgerungen. Bezeichnet man nämlich alle diejenigen 
Formen, welche aus einer Anzahl gegebener fy^ ^2, /j, ... von gleich hohem 
Grade durch lineare Verbindung hervorgehen können, d. h. die Gesammtheit 
der durch ^1/1+^2/2+ ••• dargestellten kurz als die Gruppe {fi^U^fz^---)^ so 
kann man den Satz aussprechen: 

Sind /*!, ^, /a, ... einzeln genommen der Form (p conjugirt, so ist es 
auch die ganze Gruppe (/i) A? /s? • • und allgemeiner: 

Stehen zwei Systeme eon Formen /i, /s, /j, . • . ; 91, 929 939 • • • ^ der 
Beziehung zu einander, dass jede der Formen f jeder ^ der Formen tp conjugirt 
ist, so gilt dasselbe von je zwei Formen der beiden Gruppen (/19/29/39 •••X 
(^1, <p2^ 93, . . .). In diesem Falle wollen wir die beiden Gruppen einander 
conjugirt nennen. 

Hält man eine Form (p fest, so haben die Coefficienten jeder ihr con- 
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jmprten die eiae Gleidumg 2, zu erfallen. Säainitliche Formen, welche 
einer gegebenen ff eonjofirt sind, sind demnach dorch n unabhängige unter 
ihnen linear darstellbar, sie bilden eine m-gliedrige Gruppe. Hat man allge- 
mein Q Formen 9:1, 9:^, ... <^^. so müssen die Coefficienten aller der (>-glie- 
drigen Gmppe V^|, tf^. ... r/:^ conjogirten Formen im Ganzen ff homogene 
Gleichungen erfUlen. Sie sind daher sämmtlich dorch (it+l—t») unabhängige 
unter ihnen linev aasdruckbar. Oder: 

Aüe eimer (^Uedrigen Gruppe conjmgirten Formen bilden eine {n -f !—(>)- 
gliedrige Gruppe. 

Bezeichnet man die Coefficienten der Form ^. durch a^, oj, ... a\^ 
die der conjogirten Form /^ durch <, of, . . . o^^ so stehen die aus den 
Coefficienten der conjogirten Gruppen gebildeten Rechtecke 



1 


a\ 


...a\ ! 


1 


< 


-(J)a:_, . . . (-l)-aÄ 


• 


Ol 

• 


. - . fli i c; 

^ I . 

• t ! _ 


m • 


• 

• 


• 


... Wj^ 




• 

< 


-(j>t-. ... (-ir«s 



bekanntlich in der Beziehung zu einander, dass die in dem einen enthaltenen 
Determinanten den adjungirten des andern proportional sind. 

Aus dem bisher Gesagten ergiebt sich ein Satz, von dem in der Folge 
öfters Gebrauch gemacht wird: 

kl jede der p Pannen /., /j, . . . /^ jeder der a Formen (p^^ 9)29 • • • Va 
canfugiH, und ist zugleich p+a>ii+l, so sind entweder die f oder die (p 

unter sich linear abkängig^ 

Es werde nun f in seine n verschiedenen Linearfactoren zerlegt: 

(4) f^PixP^sPnx, Pu=Pn^i+PniC2\ 

die n^« Potenz irgend eines derselben /?i = y gesetzt , macht den Ausdruck 
(a.) identisch zu Null, wie besonders aus der symbolischen Form in (3.) un- 
mittelbar zu erkennen ist; d. h. jeder Unearfactor von f bildet, auf die n^ 
Fotm^ erhoben, eine zu f conjugirte Form. Ist umgekehrt irgend eine n*^ 
Vottnz ql ZM f conjugirt, so ist q^ ein Unearfactor von f 

Unlor der Voraussetzung verschiedener Factoren von f sind wir hier- 
niioh Im Stande n Formen y aufzustellen, deren jede zu f conjugirt ist, näm- 
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lieh die «ten Potenzen 



Plx9 P2x9 • • • Pnx* 



Dieselben repräsentiren somit, da sie linearunabhängig sind, die zu f conju- 
girte n-gliedrige Gruppe, welche sämmtliche zu f conjugirten Formen enthält. 
Daraus folgt der Satz: 

Jede zu f=PuP2x"-Pnx conjugirle Form tp lässt sich auf die Form 

(5.) (p = y-ip't^+y^'2plc'\r-'+y'nPlc 

bringen^ und umgekehrt. 

Hierdurch ist die Gleichung (2.) dahin interpretirt, dass durch sie die 
Bedingung für die Darstellbarkeit jeder der beiden Formen f, <p als Summe 
der n^^^ Potenzen der Linearfactoren der andern ausgedrückt ist*). 

Um daher eine Form n^^^ Grades f als Summe von n Potenzen dar- 
zustellen, hat man nur die Factoren irgend einer ihr conjugirten Form zu 
benutzen. Kann man dagegen eine Form \p vom Grade r (r<Cn) so be- 
stimmen, dass y^'X=^V ^" f conjugirt ist, wie immer auch die Form x 
gewählt sein mag, so lässt sich f schon als Summe von r Potenzen, nämlich 

der Linearfacloren von i// darstellen. Ist umgekehrt /*= ^i/?x+^2^JrH h^r^x 

(r<;w), so ist das Product von i/; = /j^./jjr.-./r^c in irgend einen Ausdruck vom 
(« — r)^®° Grade zu f conjugirt**). 

Fär eine Form ungeraden Grades ist noch eine weitere Folgerung, 
die sich ebenfalls aus der Gestalt des Ausdrucks (2.) sofort ergiebt, zu er- 
wähnen. Ist nämlich n ungerade, so wird die Gleichung (2.) för üi^^a^ 
identisch erfällt, folglich ist jede Form ungeraden Grades sich selber conjugirt. 
Mit Zuhilfenahme der Formel (5.) ergiebt sich somit: 

Jede Form ungeraden Grades lässt sich durch die n^^ Potenzen ihrer 
Linearfactoren darstellen^ d. h. es besteht eine Identität von der Form 

^iKx+^2/>L + -+^nPL = PixP2x''Pnx, » ungcradc. 
Irgend n linearunabhängigen Formen (pi^ cp^^ ... (p^ steht eine Form f als 
conjugirte gegenüber. Sie lassen sich somit gleichzeitig durch dieselben n^^^ 
Potenzen, nämlich die Factoren von f ausdrücken***). Als Ausnahme er- 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 75 S. 175, Anmerkung. 

^) Darauf beruht die Darstellbarkeit der Formen dritten und ftlnften Grades 
durch resp. zwei Guben und drei fbnfte Potenzen. 

***) Vgl. Ebendas. S. 172. 
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giebt sich der Fall, wo die Gleichung f=0 oder explicite geschrieben 



CC{f OCj ... CX^ 



o?) aj . . . «; 



= 



gleiche Wurzeln besitzt. 

§. 2. 
Indem ich nun dazu übergehe, den für Functionen zweier Veränder- 
lichen aufgestellten Begriff conjugirter Formen auf den Fall beliebig vieler Va- 
riabelu auszudehnen, will ich durch Xi^ 0:2, ... Xp\ tfi, 1^2, ... u^ Systeme 
contragredienter Variabein bezeichnen, d. h. solche, welche zugleich lipearen 
Substitutionen unterliegen, die den Ausdruck 

ungeändert lassen. Eine Form vom Grade n soll n^^'' Ordnung heissen, sobald 
sie in den Grössen x, dagegen n^^^ Classe, wenn sie in den Grössen u aus- 
gedrückt ist. 

Es seien nun f, tp zwei Formen resp. «^«r Ordnung und n^^^ Classe 
von p Variabein, welche symbolisch durch die Potenzen 

f=^{aix^+a,x2-] — \-a^Xpy = «;;, 

dargestellt sein mögen. Ich nenne sie einander conjugirt, sobald der in den 
Coefficienten von f und cp lineare Ausdruck 

(6.) (öiai+Ö2«2+"- + apS)" = ^« 
gleich Null ist. 

Die in §. 1 gezogenen Folgerungen gellen auch hier, insoweit sie sich 
aus der linearen Zusammensetzung des Ausdruckes (2.) allein ergaben: 

Sind /i, ^, ... einzeln cp conjugirt, so ist es die ganze Gruppe (/i, /i. ..), 
und : Ist jede der Formen /i, /2, ... jeder der Formen (pi^ 9)2, ... conjugirty 
so sind die beiden Gruppen einander conjvgirt. 

Bezeichnet man mit iV die Anzahl der Glieder in der allgemeinen 
Form n^^^ Grades, so werden alle Formen, welche der (>-gliedrigen Gruppe 
ifnf2^'''fe) conjugirl sind, eine {N-'Q)-gliedrige Gruppe (^i, 9^2, •. 9iir-^), 
die zu (A,/2i •.•/'^) conjugirte Gruppe, bilden. Sind /i, ^9 . • • /^ ^^cln den 
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y M V2 1 • . • (Pa conjugirt und ist Q + o'^N, so sind entweder die f oder die 
(p unter sich linearunabhängig. 

Bei den weiteren Betrachtungen, welche sich hieran schliessen sollen, 
werde ich mich, um eine allzu grosse Weitläufigkeit des Ausdruckes zu ver- 
meiden, auf den Fall j9 = 3, d. h. auf Formen dreier Variabeln beschränken 
und der geometrisch geläufigen Bezeichnung Punkt, Gerade, Curve be- 
dienen. Für die Erweiterung auf ein allgemeines p kommt im Wesentlichen 
der Satz in Betracht, dass r lineare homogene Gleichungen von p Variabeln 
(r<rf), sobald sie unabhängig sind, p—r selbstständige Lösungen besitzen, 
durch welche alle weiteren sich linear ausdrücken lassen. 

Unter dieser Annahme können wir die beiden Systeme von Variabein 
Xy u als Coordinaten eines Punktes und einer Geraden in der Ebene auf- 
fassen. /=0, y = repräsentiren resp. eine Curve n^®^ Ordnung und n*®'' 
Classe*). Der Begriff conjugirter Curven hat in einem besonderen Falle 
eine einfache geometrische Interpretation. 

Ist nämlich f die volle Potenz einer linearen Form r^,, also 

f= {r^x,+r^X2-\-r^x^Y = rl, 

worin die r nicht Symbole bedeuten sollen, und ersetzt man im Ausdruck (6.) 
die Symbole a durch die Grössen r^ so drückt dessen Verschwinden offenbar aus, 
dass die Gerade r (r^=0) die Curve 9) = berührt. Es ist somit unter dieser 
Voraussetzung [jeder Curve «'*^ Classe conjugirt ^ welche die Gerade r zur 
Tangente hat^ und umgekehrt: Jede Tangente von (p bildet^ nfach gezählt, eine 
zu <p conjugirle Form f. Analog bildet jeder Punkt einer Curve n*^ Ordnung 
f, nfach gezählt, eine ihr conjugirte Form n^^ Classe, 

Durch diese Auffassung lassen sich leicht algebraische Relationen 
zwischen einer gewissen Zahl von Curvenpunkten finden. Sind Xi^ 0:2, ... ^^y 

beliebige N[== 2 ) Punkte von /", dann repräsentiren die Ausdrücke 

«X. =^1, < = y2, . . . Ky=<PN 

N Formen i»*®'" Classe, deren jede nach dem eben Gesagten f conjugirt ist. 
Da aber alle zu f conjugirten Formen eine (iV— l)-gliedrige Gruppe bilden, 
so müssen die ^1, ... (p^y ihr angehören, d. h.: 

Sind 0^1, ... Xy Punkte einer Curve n^ Ordnung, so lassen sich die 



*) Für den Fall n = 2 mag auf die Abhandlung „über Systeme von Kegelschnitten'' 
Math. Ann. Bd. VI. p. 264 verwiesen werden. 
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Comlanten ki^ ki^ ... ky so bestimmen , dass 

und umgekehrt. Fär » = 2, 3 etc. ergeben sich die enteprecheoden Satxe 
fOr sechs Punkte eines Kegelschnittes, zehn einer Curve dritter Ordnung etc. 
Irgend zwei Gurren ä^««" Ordnung /;, /i steht eine (iV— 2)-gliedrige Gruppe 
als conjugirt gegenüber. Bezeichnen aber x^^ x.. ... x., die n^ Schnittpunkte 
der ^Curven ^ = 0, /i = 0, so stellen 

n^ Formen dar, welche /; und fi conjugirt sind, somit zu einer (iV— 2)-gUe- 
drigen Gruppe gehören. Daraus folgt: 

Sind tf^, =0« «,^ = 0, ... n^^^ =- die Gleichungen der n^ Schnittpunkte 

zweier Curren n^^^ Ordnung, so bestehen zwischen den Potenzen 

»^ — (A'^— 2; = j^-s lineare Gleichungen, und umgekehrt. 

Ueberhaupt ergiebt sich hierdurch die geometrische Deutung irgend 
einer linearen Beziehung zwischen den Potenzen linearer Formen. Besteht 
nämlich zwischen den r (r^A) linearen Formen «,^, u^^^ ... i#^^ eine li- 
neare Gleichung von der Form 

(7.) x,ur^,+^,ur^,+-'+^rK^ = 0, 

so muss jede Curve n^^^ Ordnung, welche irgend r— 1 der Punkte Xi, ... x^ 
enthält, auch durch den r^^° gehen. Denn vermöge der Relation (7.) bilden 
die Formen w",, ... fi^^ höchstens eine (r--l)-gliedrige Gruppe; jede Form 

q), welche r — 1 von ihnen conjugirt ist, steht somit in gleicher Beziehung 

zur ften*). 

Falle, in denen Punkte so liegen, dass jede Curve n^^^ Ordnung, die 
durch einen Theil von ihnen geht, nothwendigerweise auch die übrigen ent- 
hält, sind in der ebenen Geometrie häufig. Der einfachste Fall ist der des 
vollständigen Schnittpunklsystems zweier Curven n^^^ Ordnung, wo von n^ 



*) Dieser Satz, der die beiden voranstehenden als speeielle Fälle umfasst, ergiebt 
sich auch ohne Weiteres durch Aufstellung der aus (7.) hervorgehenden A^ Gleichungen, 
indem man die Coefficienten der Potenzen in u gleich Null setzt, wie es Herr Paul 
Serret in seiner G6om6trie de direction gethan hat. Der reiche Inhalt dieses Werkes 
lässt sieh auch sonst zu dem hier benutzten Princip in mannigfache Beziehung setzen. 



k 
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Punkten* je ^2 ""^ ^^ ^^™ ^^^^ festgesetzten Sinne die übrigen ^"" '^"" 
nach sich ziehen. Aus iV— 2 willkOrlich fixirten Punkten lassen sich hiernach 
weitere Punkte folgen^ Es genagt, sich auf den Fall zu beschränken, wo r 
Punkte so gelegen sind, dass aus je r— 1 der r^® folgt, d. h. wo eine Re- 
lation von der Form (7.) folgt, in der sämmtliche Grössen x von Null ver- 

• 

schieden sind. Ein solches System mag ein abhängiges System genannt werden. 
Die meisten bekannten abhängigen Systeme von r Punkten sind so beschaffen, 
dass sie auf einer Curve niederer Ordnung (n—i^^^) zu liegen gezwungen sind, 
z. B. bei dem Satze von Cayley^ wonach etwa 15 von den Schnittpunkten zweier 
Curven vierter Ordnung in Bezug auf Curven fänfler Ordnung ein abhängiges 
System bilden. Bei Curven vierter Ordnung giebt es abhängige Systeme von 
13 Punkten, welche nicht auf einer Curve dritter Ordnung liegen, so z. B. die 
gemeinsamen Punkte aller Curven des Netzes 

C3 C3 C3 = U, 

Li Li Li 

worin x, X, fi willkürliche Parameter, C3, C^^ C^ Formen dritten Grades und 
Zi, Zi, LI lineare Ausdrücke bezeichnen. Jede Curve vierter Ordnung, 
welche 12 von diesen 13 Punkten enthält, geht auch durch den dreizehnten. 
Von Curven dritter Ordnung ist es nicht bekannt, dass schon acht Punkte ein 
abhängiges System bilden könnten. Es ist leicht zu zeigen, dass dies nur dann 
> möglich ist, wenn dieselben auf einem Kegelschnitt gelegen sind, ebenso dass 
ein abhängiges System von 12 Punkten bei Curven vierter Ordnung auf einer 
Curve dritter Ordnung ganz gelegen sein muss, und überhaupt auf diesem Wege 
bei Curven n^^^ Ordnung für abhängige Punktsysteme eine Grenze anzugeben, 
von der ab sie nothwendig auf einer Curve niederer Ordnung liegen müssen. 
Es sei in der That ein abhängiges System von r Punkten, derart dass eine 
Gleichung von der Form 

(8.) 2x,ul. = 

besteht. Differentiirt man diese Identität partiell nach Ui^ tij, tia, so ergeben 
sich die folgenden Relationen 

(9.) {y'iXl^uX'' + '^2Xr^uX'^ ['X.x^ul';' = 0, 

XiXiiUl'^+X2X23MX'' + '*' + '^rXrzUl-;:' = 0. 
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n n I 1 

Ist daher r nicht grösser als ' ^ +^^ ^- **• ^^"^ ™^ß durch r — 3 Punkte 
immer wenigstens eine Curve (»— l)*«'" Ordnung legen, so wähle man von 
den r Punkten drei heraus, welche nicht in einer Geraden liegen; es seien 
dies die Punkte 0^^-29 ^r-i? ^r- Durch die übrigen Punkte giebt es wenigstens 
eine Curve (n— 1)^®^ Ordnung. Bezeichnet man die Symbole einer solchen 
mit a und substituirt sie für u in die drei obigen Gleichungen, so verschwinden 
die Coefficienten von x^^ X2^ ... x^^ identisch. Die zurückbleibenden drei 
linearen homogenen Gleichungen in al'^^^^ ^t~1i'> «^^ liefern, da die Deter- 
minante der neun Coefficienten der Voraussetzung nach von Null ver- 
schieden ist 

d. h. jede Curve {n—iy^^ Ordnung, welche durch r— 3 jener Punkte geht, 
enthält auch die übrigen drei Punkte. Dies giebt den 

Satz. Besteht ein abhängiges System einer Curce n*^^ Ordnung aus 

r Punkten und ist r< ' [-2, so müssen dieselben mindestens auf einer 

Curce (n—i)^^^ Ordnung liegen. 

Durch Specialisirung folgert man hieraus, dass für Curven dritter Ord- 
nung ein abhängiges System von acht Punkten ganz auf einem Kegelschnitt 
gelegen sein muss. Da aber eine eigentliche Curve dritter Ordnung nur sechs 
Punkte auf einem Kegelschnitte haben kann, so besteht die gesammte Gruppe 
nur aus zerfallenden Curven. Bei Curven vierter Ordnung muss ein abhän- 
giges System von 12 Punkten ganz auf einer Curve dritter Ordnung ^gelegen 
sein, u. s. f. Im Anschluss hieran ergeben sich zugleich Relationen zwischen 
einer grösseren Anzahl von Punkten einer Curve, von denen wir nur für 
Kegelschnitte etwa anführen wollen: 

Sind ««a;, = 0, «,,=0, ... u^^=0 die Gleichungen von acht Punkten eines 
Kegelschnitts, so besteht eine Gleichung von der Form 

Ebenso besteht zwischen den vierten Potenzen der linken Seiten der Glei- 
chungen von 10 Punkten eines Kegelschnitts eine lineare Gleichung u. s. f. 
Analoge Sätze lassen sich für Flächen aufstellen. 

§. 3. 
In Folge des Umslandes, dass der Begriff conjugirter Formen in dem 
Falle, wo eine derselben, z. B. die der «^®^ Ordnung, eine volle Potenz ist. 
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eine einfache geometrische Interpretation zulässt, haben sich in dem Voran- 
stehenden mit Leichtigkeit einige Folgerungen ziehen lassen. Zerfällt überdies 
die Form n^^^ Classe in n Linearfactoren, d. h. besteht die Curve aus n Punkten, 
so wird derselben die n^^ Potenz der linearen Form r^ dann und nur dann 
conjugirl sein, wenn die Gerade r wenigstens durch einen jener n Punkte 
hindurchgeht. Hierdurch wird man im Stande sein, die Möglichkeit, eine 
allgemeine Form beliebigen Grades durch eine gewisse Anzahl von Potenzen 
linearer Formen darzustellen, zu erweisen. Um den Ausdruck zu kürzen, will 
ich mich auch hier auf den Fall dreier Variabeln beschränken. Die ange- 
wandte Methode wird sich ohne Schwierigkeit auf eine beliebige Anzahl von 
Veränderlichen erweitern lassen. 

Es sei 

(10.) a: = 

die symbolische Gleichung einer Curve f von der n^^^ Ordnung. Irgend n 
Punkte der Ebene a;,, 0^2, ... x^, deren Coordinaten die symbolische Gleichung 

(11.) a^^.a^^,..a^^ = 

befriedigen, werde ich in der Folge ein conjngirtes n-Eck der Curve f nennen*). 
Es ist dies offenbar eine Verallgemeinerung der bei Kegelschnitten 
üblichen Bezeichnung ^conjngirtes Punktepaar.^ Die Form der Gleichung (IL) 
zeigt, dass die erste Polare irgend eines der Punkte Xi die übrigen n— 1 
Punkte zum conjugirten («— 1)-Eck hat Ebenso sind irgend »—2 derselben 
ein conjugirtes (w — 2)-Eck in Bezug auf die gemischte zweite Polare der 
zwei übrigen Punkte; u. s. f. Wählt man n—i jener Punkte willkürlich, so 
ist der n^^ auf eine Gerade beschränkt, welche die gemischte (n— 1)^® Polare 
jener n—i Punkte ist. Die^Gleichung (11.) sagt aus, dass Atlt durch jene 
n Punkte definirte Curve n^^ Classe 

(12.) u^.u^^..,u^^ = 

der Curve f conjugirt ist, oder ein conjugirtes n-Eck einer Curve ist nichts 
anderes als eine derselben conjugirte Curve n^^^ Classe, welche in n Punkte 
zerfällt und umgekehrt. 

Von besonderer "Wichtigkeit sind Systeme von n+l Punkten von der 
Beschaffenheit, dass irgend n unter ihnen ein conjugirtes »-Eck bilden. Bilden 
0^1, 0^2, ... Xn^i ein solches System, so werden durch sie die i»+l Glei- 



*) Vgl. Grassmann, Gott. Nachrichten, December 1872. 
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chungen erfüllt: 



(13.) 



«X. 


•«X,- 




— 


0, 


«X, 

• • 


• • 




» 9 


0, 


r 

f 


«X,- 






0. 



Für Kegelschnille ergiebt sich dadurch die Definition eines sich selbst con- 
jugirten Dreiecks. Im allgemeinen Falle sollen Xi^ X2^ ... x^^i ein System 
conjugirter Pole der Curve f heissen. Da je n Punkte eines solchen Systems 
eine zu f conjugirte Curve n^^^ Classe repräsentiren, so entspringen aus dem 
.Systeme (13.) folgende w+1 zu /* conjugirte Curven: 

(14.) {^^i'^'^^'^'n^^i ~ ^' 

w^,.w^,...w^^ = 0. 

Wird nun überdies gezeigt , dass dieselben unter einander linear unabhängig 
sind, so ist damit ein System conjugirter Pole einer zu f conjugirten (i»+l)- 
gliedrigen Gruppe äquivalent erwiesen. Hierzu genügt es offenbar zu be- 
weisen, dass die Determinante 



J = 



W«, «'x, • • • ^x^^i 



tl,.fl,,...W,^^^ 



. • . Ujp^Ujp^.,.U. 



^x,«?x,---<?x„^l *'*. ^.^3 • • • ^'^n-H • • • ^x.^'x.-'-^^x, 



'*, 'x, • • . 'x„^i 



'x, 'x, • • • Ixn^i 



Vy, V«. ... »3 



Xi Xj 



worin u, v,:^.. t n+i unabhängige Systeme-, von Grössen darstellen, von 
Null verschieden ist. Dies geschieht, indem man für u^ f>^ . . . t die beson- 
deren^ Werthe einführt: 

wodurch die Vereinfachung eintritt, dass sämmtliche Constituenten der Deter- 
minante J bis auf die der Diagonale verschwinden, so dass 

J = (Xi§X2){xJX3)...{xJx^^i){X2iXi){X2Sx3)...iX2Sx^^l) 

• • • (^n+l^^l) (^n+ll^2) . . . {^n+l ^ ^n) 

wird, was offenbar von Null verschieden ist. Gemäss dem allgemeinen Satze 
steht nun der (ii+l)-gliedrigen Gruppe (14.) eine p+ •^+ (»+l)j-gliedrige, 
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d. i. eine ' ^ gliedrige Gruppe als conjugirle gegenflber. In der Form f 
ist ein Element derselben gegeben. Sind wir somit im Stande, ausserdem 

n n ~{-*l 

-7^-— — selbstsländige der Gruppe (14.) conjugirte Formen aufzustellen, so 

muss durch dieselben jede weitere und somit f selber linear ausdrückbar sein. 
Betrachten wir nun irgend eine Gerade 4 = 0, welche zwei der n+i Pole 
verbindet, so enthält dieselbe von jeder der Curven (14.) wenigstens einen 
Punkt; sie ist folglich eine der Gruppe (14.) gemeinsame Tangente. Mithin 
können wir sagen, die Form /" ist der (n+l)-gliedrigen Gruppe (14.) con- 
jugirt. Hierbei hatte die Gerade / nur der Bedingung zu genügen, durch zwei 
Pole des Systems hindurchzugehen. Sind daher 

die Gleichungen der Seiten des von den Punkten Xi^ 0^2, ... x^^i gebildeten 

vollständigen (ii+l)-Ecks, so repräsentirt jede der ^'2 Golemen l^x^ eine 

der Gruppe (14.) conjugirle Form. Da dieselben unter einander linear un- 
abhängig sind ^), so muss die Form f durch sie linear darstellbar sein. Dies 
giebt den Satz: 

Vermittelst der Seiten eines von einem conjugirten Pobystem gebildeten 
vollständigen {n+l)''Ecks lässt sich die cdlgemeine Curve n^^ Ordnung ak 

fi n I 1 

Summe der n*^ Potenzen von ' ^ linearen Formen darstellen. 

Ein besonderer Fall hiervon {n = 2) ist die bekannte Darstellung eines 
Kegelschnitts durch die Quadrate der Seiten eines sich selbst conjugirten 
Dreiecks. 

Dass Systeme von conjugirten Polen im Allgemeinen wirklich existiren, 
geht daraus hervor, dass für die Coordinaten der n+i Pole nur die n+i 
Gleichungen (13.) zu erfüllen sind. Es scheint, dass diess auch dann der 
Fall ist, wenn man jeden der Pole auf eine willkürlich gewählte Gerade 
beschränkt. Dass aber aus den zu erfüllenden Gleichungen nicht irgend eine 
specielle Lage, welche den Gebrauch des Polsystems illusorisch macht, mit 



*) Wären dieselben nicht unabhängig, so müsste nach dem Vorangegangenen 

n n ~f~ 1 
eine Curve (w— 1)*" Classe existiren, welche sämmtliche ' — Geraden /«^ zu Tan- 
genten hätte. Da aber durch jeden der Punkte x^, ... Xn+\ sich n Tangenten an 
dieselbe legen Hessen, so mlisste die Curve in n Punkte zerfallen, was ein Wider- 
spruch ist. 

41* 
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Nothwendigkeit fol^ kann man einfach dadurch zeigen, dass man umgekehrt 
eine Gurve bildet, welche gegebene n+i Punkte zum Polsysteme hat. Be- 
halten wir die Bezeichnung derselben und ihrer Verbindungslinien bei, so 
können wir die Form «^° Grades construiren 

worin die q willkürliche Constanten bezeichnen. Versteht man nun unter 
f\, $2, ... in irgend n verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . . n+l? 
so giebt die obige Gleichung vermöge der Bedeutung der Geraden l^i 

■ 

F .F ...F = 0; 

d. h. die Punkte aji, rrj, ... x^^i bilden ein conjugirtes Polsyslem von F=0. 
Hierbei ergab sich zugleich die Umkehrung des oben ausgesprochenen Satzes: 

n M I 4 

Ist eine Curve n^^ Ordnung durch die n^^ Potenzen von — '—x — linearen 

Formen darstellbar, welche den Seiten eines vollständigen {n+i) --Ecks ent- 
sprechen^ so bildet dieses ein conjugirtes Polsystem. 

§. 4. 
Die oben nachgewiesene Darstellbarkeit einer allgemeinen Form als 
Potenzsumme soll jetzt fär die Curve dritter Ordnung vollständig durchgeführt 
werden. Ist 

die symbolische Gleichung von f, so bilden drei Punkte x, y, z ein conju- 
girtes Dreieck, sobald "^ 

a^.a,j,a^ = 

ist. Es besteht somit aus irgend einem Punkte und einem conjugirten 
Punktepaare seines Polarkegelschnitts. Ein conjugirtes Polsystem XiX2XiX^^ 
welches somit die vier Gleichungen 

(15.) ( * ' ' 

befriedigt, sei gegeben. Die sechs Seiten dieses Vierecks sind in der Form 
enthalten 

(ara?.a:i) = 0; ;f=l, 2, 3; A = l, 2, 3; x^X. 
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^XXip Aufgabe, ist, f durch die sechs Guben {xx^X]j auszudrücken. Wir fähren 
zu diesem Zwecke die sechs Constanten q^x durch folgende Gleichungen ein*) 

lio.; pi2 - (i23)«(124)' ^^' "" (134)^132)' ^^^•' 

worin der AbkOrzung wegen die dreigliedrige Determinante {x^xxX^) durch 
{xlfi) bezeichnet ist. Offenbar treten in q^x die beiden Indices ;(X in der 
Weise auf, dass ^ni^—Qix ist. Die beiden anderen Indices aber treten in 
Wirklichkeit ganz symmetrisch auf. Es wird, um dies zu zeigen, der Nach- 
weis genügen, dass bei q^ die Vertauschung der Indices 34 keine Aenderung 
des Werlhes hervorbringt. Bezeichnet man das Resultat dieser Vertauschung 
mit (>l2 9 so hat man 

P"-«''^ = (i2^^K^124)-a,.(123)| 

und folglich vermöge der beiden ersten Gleichungen in (15.) (>|2 = (>12. Aus 
der bekannten Identität 

(17.) a,(234) = a^(x34)+a,,(x42) + a.,(x23) 

folgt durch MnltiplicatioD itait a^^.a^^^ indem rechts in Folge von (15.) das 
zweite und dritte Glied fortfallen, die Relation 

a,.a,..a,. (234) = a,.<(x34) 

oder mit Benutzung des Werthes von ^^ und (16.) 

(18.) a..ö,..ö., = (134)(234)p34(ar34). 

Von den aus dieser durch Vertauschung der Indices hervorgehenden weiteren 
fünf Gleichungen schreiben wir noch die beiden folgenden hin 

ja..a...a,3 = (142)(342)pi2(a:42), 
|a,.a,..a,^ = (123)(423)(>23(a:23). 

Multiplicirt man jetzt die Gleichung (17.) mit a^.a^,^^ so treten rechts die Pro- 
ducte a^a^^ö,^, o^^aj.,*^^, a^a^^a^,^ auf, für welche wir die Werthe aus (IS.) 
und (19.) substituiren können. Auf diese Weise ergiebt sich als unmittelbare Folge 



*) Die hier angewandte Methode ist derjenigen analog, deren sieh Herr Gordan 
in seiner Abhandlung „ Ueber das Pentaeder der Flächen dritter Ordnung^ (Math. Ann. 
Bd. V., p. 341) bedient. 
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,1» 









von (18.) und (19.) die Gleichung*) 

(20.) al.a^, = (134)(»34(aj34)H(142)()«(aj42)'+(123)(.„(a;23)' 

und durch Verlauschung der Indices die drei analogen 

ja^o^ = (213)p,3(a;13)H(214)(»H(ajl4)'+(234)p34(«34i% 

(21.) U.a,, = (312)p„(xl2)'+(314)(>„(a;14)»+(342)(.«(x42)% 

iala,^ = (412)(>„(xl2)*+(413)(,.3(ajl3)'+(423)(.„(aj23)^ 

Indem man schliesslich die Gleichung (17.) mit al multiplicirt und die rechts 
auftretenden Ausdrücke durch ihre Werthe aus (21.) ersetzt, erhält man 

(^,(234) = (a:34)l(213)p,3(a;13)'+(214)p.«(a:14)'+(234)(>„(x34)'| 
+ (x42) !(312)p.Ha-12)H(314)(>„(a:14)'+(342)p«(a:42)'| 
+ (a;23)l(412)(,„(xl2)^+(413)(».3(a:13)H(423)(»„(x23)'! 
= (234) \(f»(xZ4y+Q^ixi2f+(f,,ix23f\ 
+ P„(a;12)'j(ar42)(312)+(x23)(412)| 
+ (>„ (x 1 3)= I (x 34) (2 1 3) + (x 23) (41 3) ! 
+PH(a?14)*!(x34)(214)+(x24)(314)|, 
und indem man die bekannten Relationen' benutzt, wonach z. B. 

(a;«)(312)+(x23)(412) = (a?12)(234) 
ist, als Resultat: 

fl^ = (»«(a:12)^+(»„(xl3)*+(),4(jrl4)^+(>34(a;34)'+()«(a;42)^ + (>„(a;23)\ 

Sämmtliche Curven dritter Ordnung, welche ein conjugirtes Polsystem gemein 
haben, lassen sich somit durch dieselben sechs Guben linear zusammensetzen. 



§. 5. 
Die in den letzten Paragraphen nachgewiesene Darstellbarkeit einer 
Form n^BD Grades als Summe von Potenzen mit Hälfe eines conjugirten Pol- 
systems zeichnet sich durch den einfachen Zusammenbang aus, in welchem 
die durch die linearen Formen reprdsentirten Geraden unter einander stehen. 
\^-enn daher dieser Fall besonders hervorgehoben und an einem beson- 
deren Beispiele durchgeführt wurde, so mag das allgemeinere Princip, dem 
jener untergeordnet ist, wenigstens in Kürze ausgesprochen werden: 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 75, p. 174. 
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Kennt man von einer Curte n^^ Ordnung r unabhängige conjugirte 
n^Ecke (welche Jedoch Punkte gemein haben können) , und kann nüm 

r n-Ecke wenigstens einen Punkt enthält^ so lässt sich die Curve durch die 
n*^ Potenzen der den s Geraden entsprechenden linearen Formen ausdrücken 
(wofern sie unter einander unabhängig sind). 4. ' 

Das im Fräheren benutzte Polsystem besteht aus n+i conjugirten 
n- Ecken, welche der im Satze formulirten Bedingung in der That genOgen. 

FOr Curven dritter Ordnung ISsst sich aus den bekannten Eigenschaften 
mit Hälfe unseres Satzes leicht eine Reduction auf weniger als sechs Po- 
tenzen herleiten. 

Irgend zwei conjugirte Punkte Xi^ X2 der Hesseschen Curve H einer 
Curve dritter Ordnung /* (d. h. solcher, dass a:^ der Doppelpunkt der ersten 
Polare von x^ in Bezug auf / ist) haben, da der Doppelpunkt eines zer- 
fallenden Kegelschnitts jedem Punkte der Ebene conjugirt ist, die Eigenschaft 
mit jedem beliebigen dritten Punkte y ein conjugirtes Dreieck zu bilden. Um- 
gekehrt, soll für jeden Punkt y die Gleichung stattfinden 

so müssen Xi^ Xi ein conjugirtes Punktepaar von H bilden*). Es seien nun 
y^ z^ t drei beliebige (nicht in einer Geraden liegende) Punkte der Ebene. 
VMit oTi, X2 combinirt bilden sie drei unabhängige conjugirte Dreiecke. Ein 
^C>; ^weites conjugirtes Punktepaar or^, x^ von H giebt mit y^ z^ t zu drei neuen 
>^conjagirten Dreiecken Anlass, so dass wir im Ganzen folgende sechs con- 
•jugirte Dreiecke haben: 

yxiX2^ zxiX2^ tXiX2\ 
yx^x^^ zXiX4^ tx^x^^ 

welche sich leicht als unabhängig erweisen. Diesen gegenüber ist hier die nach 
obigem Satze erforderliche Zahl von 10—6 = 4 Geraden unmittelbar gegeben. 
In der That hat offenbar jede der Geraden 

Z,3 ^ {xxix^) = 0, £^ ^ (a:ar2a?3) = 0, 
Z/14 ^ {xxgX^) = 0, L24 ^ {XX2X4) = 
die Eigenschaft, von jedem der sechs Dreiecke eine Ecke zu enthalten, und 



■^.- 



#«'.'': 



*) Vgl. Grassmann, a. a, 0. 



• 328 B^sameM, ü&^r ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen. 



muk kaam rfcsgenass die Gleicbing tod f aof die Form bringen: 

'• k. dmck üe Cmbem der tkr Bmearem Fanmeu, weldke de» Verbindungslinien 
irfemd dreier Paare eomjmgirter Pamtte ihrer Hessescken Curve entsprechen, 
isi jede Cmrte dritter Ordmmmg Bmear amsdrmckbar. 

Bekanntlich bilden die rwei übrigen Ecken eines solchen Vierecks 
ebeaEallä ein coajmgirtes Puktepanr Ton H. Simmüiche Gurren dritter Ord- 
mmagn dercm BeasesAt Cnrren zwei eonjogirte Fnnktepaare (und somit ein 
drittes^' geaensaa haben, langen sieb somit ans denselben vier Guben zu- 
saBBensetzen. Beä^acb'et aan eine viergliedrige Kegelscbnittsgruppe und 
alle Xetze dretgueAriäie Gmppen;. n denen sie Anlass giebt, so haben die- 
selben drei conjngirte Piakleptaare. von denen jedes aus den beiden übrigen 
i^^^ geaeKUL Es sind sobiI saamtlidie Cnnren dritter Ordnung, deren 
Folaneiie der»eiben Tiergfieitrigen Greppe angeboren, durch dieselben vier 
Cnben dar^ttfUMr*\ 

Die Dar^leUnne ros f durch vier Guben enthielt noch eine grosse 
WUIktr in «er Wahl der beiden conjngirten Funktepaare Wählt man diese 
jeUt anf andere Art «nd bezeichnet ihr Vierseit durch Li^Li^L'.^LiA'i so ist 

E;s besteht simit dx« Ideaäbtt 

N*:h d<B ali^MMaen Saltae Bissen folglich diese acht Geraden einen und 
d<«ä^eibifn Ke^>H;^^it« ttBhdiUen. d. h.: 

S:^ mtm eme Cmrre dritter Ordmmmg auf zwei verschiedene Arten 
^ SiaMHf cv» ei^ C^^d^m dsar^ » mmkmitem die entsprechenden acht Geraden 

AehttUc^ Betnchtnn^en lassen sich auf Gurven höherer Ordnung an- 

Kui^ C)tr\^ \ierter Ordniag li^sl sich auf unendlich viele Arten in 
ai^ S^oMtft^ \VÄ :»\^ IS^wHlraten verwanddn. Sind /| = 0, ... /i, = die 
^uv^^^MM^vtt Jkc 9x^^l( lW«de«. welche bei awei solchen Darstellungen auf- 
irv^v^v ^ er^W** ^* «misdHNi den Fotenaen ^, ß, ... ^n eine lineare 
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Relation. Folglich sind dieselben Tangenten einer und derselben Curee 
dritter Classe. 

Durch fünf Biquadrate lasst sich eine allgemeine Curve vierter Ordnung 
trotz der anscheinend genügenden Zahl disponibler Constanten, wie Clebsch 
gezeigt hat *), nicht ausdrücken. Vielmehr haben alle Curven vierter Ordnung, 
welche eine solche Darstellung zulassen, die Eigenschaft, dass eine gewisse 
Invariante sechster Ordnung verschwindet. Ist dies aber der Fall, d. h. ist 
eine solche Darstellung möglich, so folgen aus ihr offenbar unendlich viele. 
Es seien /i, ... l^o die zehn linearen Formen, welche bei zwei verschiedenen 
auftreten, dann, muss eine Identität von der Form 

* 

bestehen, woraus aber folgt, dass sdmmtliche 10 Geraden / = einen und 
denselben Kegelschnitt berühren **). 



§. 6. 

Im Anschluss an das Vorangegangene, worin es hauptsächlich beab- 
sichtigt war, das im Anfang aufgestellte Princip ^conjugirter Formen^ auf 
eine Gattung von Problemen anzuwenden, wollen wir hier, wenn auch in der 
Methode unabhängig, eine algebraische Ableitung derjenigen Darstellung durch 
Potenzen geben, welche Herr Reye auf verallgemeinerte mechanische Be- 
griffe basirt hat^^*). Ich benutze hierzu folgenden bekannten Satz von Hesse: 

Sind die partiellen Ableitungen einer homogenen Form f{xiX2.-.x^) 
durch eine lineare Gleichung von der Form 

(22) '.^+'=.^+-+''.^ = « 

verbunden, worin die % Conslanten bedeuten, so hängt f nur von »—1 li- 
nearen Verbindungen der x ab, ist also im Grunde nur eine Form von n-^l 
Variabein f). 

Es sei nun, indem wir uns wieder auf » = 3 beschränken, f{x) = 



*) Dieses Journal, Bd. 59, p. 143. 

**) Vgl. Lüroth Math. Ann. I., p. 49. 

***) Trägheits- und höhere Momente eines Massensystems in Bezug auf Ebenen, 
dieses Journal, Bd. 72, p. 293. 

t) Dieses Journal, Bd. 42, p. 117 und Bd. 56, p. 263. 

Journal (ür Mathematik Bd. LXXVI. Heft 4. 42 



390 R^Mames, mber na Frimcip der Zuordnung algebraischer Formen, 

die Gleidmg einer Cfo^e C^ von der m^^ Ordnang. Mit Hälfe des eben 
ciürtes Satzes tob Hesse kann man f als Somme von Potenzen ausdräcken, 
wenn eine solche Darstellng fir die atlfemeine Form (n— 1)^^ Grades als be- 
Tonmsgesetzt wird. Beaeicfcnen wir nämlich nach Aranhold den Ausdruck 






dnrch fx^^g • so koonen wir der Annahme zufolge diese Form («— l)^«* 
Grades etwa dnrdi i PoCenzes darstellen, so dios 



9 = Pi'!r'+p.'?r'+-+e.CrS 

worin i^r. ... l^ gewisse lineare Formen, q^^ ... ^, Constanten bedeuten. 
Bttdei man aas ihr die Form n^ Grades 

and danos ihre ersten partiellen Ableitacgen. so ergiebt sich unter Berück- 
sichü^nn^ too ^ä die GletchoBf 

d. L die dnnth ^34. de&nirte Form y hal die Eigenschaft der partiellen 
INferentcat^eichuif £3/ an genügen nnd ist somit im Wesentlichen nur 
Mae hifldre Foran Ton x« indeat £e Variahein nur in den Verbindungen 
vjr|\% ,sf ^% ^xji 3 anftretett. oder geoaMirtsch: die durch y=0 repräsentirte 
Ounte besteht a» m 4jmKk den Pnnkt jr gehenden Geraden. Von einer bi- 
nteeo F^Krm n^^ Gndtt» wb^en wir aber (Vgl. p. 313), dass sie sich leicht 
J^uxh m FiKenaM aa^sttttuciirn liä^. Seilt man hiernach 

wvcäi di^ l^r(s!^n V and ^ Ctw^tanten hedenten. so ergiebt sich aus (24.) 

^¥tttt tttdtt di^ bei d<c Xecte^nng votn ^ auftretenden Formen {xyZi^i) durch 
L tkavtchit^ and die iin>$$en ;- . ~^. . . . durch o^^ a^, ... ersetzt. 

^^^ .^ -. ;>^ ^v /^r'^^f^ eine lineare Form ist, hat t den Werth 1, 
IW^Mt us^ *il^e«wui i * *j— . d. h- t^x] ist durch "^^^^ Potenzen 
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Untersuchungen über quadratische Formen. 

(Von Herrn P. Bachmann in Breslau.) 



Untersuchungen, welche ich Ober die arithmetischen Eigenschaften 
der quadratischen Formen unternommen habe, veranlassten mich, die Hermitesche 
Methode zur Bestimmung der Substitutionen, durch welche eine Form in sich 
selbst transformirt wird, wiejder aufzunehmen. Diese Methode ist in zwie- 
facher Hinsicht unbefriedigend: insofern sie weder alle möglichen Substitu- 
tionen jener Art mit Nothwendigkeit ergiebt, noch dieselben unmittelbar aus 
den Transformationsrelationen finden lehrt. Nachdem ich einige allgemeine 
für diesen Theil der Lehre von den quadratischen Formen. fundamentale Be- 
trachtungen voraufgeschickt, iheile ich hier zunächst für ternäre Formen mit, 
in welcher Weise man nach beiden Seiten hin jene Methode vervoll- 
kommnen kann. 

1. Bezeichnen wir, während 

(1.) o., = a,i 
ist, mit 

(2.) fix,) = i;2fa,,^,a:. 



i=n h^n 
1=1 k=\ 

eine quadratische Form von n Veränderlichen, mit 



(3.) F[X,) ^'sIa^X.X, 

ihre Adjungirte, und mit D ihre Discriminanle, sodass zwischen den Coeffi- 
cienten der Formen / und F folgende Relationen bestehen: 

Aiyakx-\- AnanA f--^«»«*, = 0, 

(4.) { (füri^Ä) 

(für 1=1,2,3,...«) 
Ferner sei 

^ '^^'^ "^ * dxi "^ "" ^' 4- 0.1 iCj + — + o„ «„ 

42» 
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Endlich soll unter dem Zeichen 



(6.) «C, 



hil\.Ji'n'. 



die, auß einer Determinante C durch die Durchkreuzung von m Horizontal- 
reihen (A, i, Ä, ...) mit ebensoviel Verlicalreihen [h!^(,h\,,.) ausgeschiedene 
Unterdeterminante, unter dem Zeichen 

die zu ihr complemeniäre Unterdelerminante verstanden werden. Ist das 
System der Elemente von C aus zwei anderen linearen Systemen mit den 
Determinanten A^ B zusammengesetzt, so besteht die bekannte Gleichung 

in welcher die Summation auf alle verschiedenen aus m Zahlen r, s, t^ ... 
gebildete Combinationen der Reihe 1, 2, 3, ... /« erstreckt werden muss. 
Durch Anwendung dieser Gleichung auf die Determinante 





/•.(«,-.) 


f, («,0 . 


• • /j y^TnJ 


xp - 


/j(ß,i) 


^(Ort) • 


• ■ /"iCO 




/-(ßr.) 


fni^n) ■ 


• • fniC'm) 


welche aus den Determin 


anten 







D = 



Oll 


o« . . 


• öjfi 


an 


6^2 * • 


. «2« 


Onl 


«n2 • 


• ^nn 



und J = 



«H a^2 . . . «In 
«21 CC22 . . . Clin 



««l ««2 . . • Cf 



nn 



zusammengesetzt ist, ergiebt sich 

Da nun wegen der Relation (1.) die Gleichheit 

^IV.; ^ hik:..,r»t... — ^ rst..Jiik^. 

besteht, so ist 

(11.) / "* = ^^ " 'L^hik.^^xt..:^hik..:§rst...9 

wenn die beiden Summationen auf alle verschiedenen Combinationen der Reihe 
1, 2, 3, ...» zu je f» Zahlen A, e, k, , . . einerseits und zu je tn Zahlen 
r, 8, t, ... andererseits sich erstrecken, eine quadratische Form von ebensoviel 
Veränderlichen, als die Anzahl jener Combinationen beträgt, d. i. 

n(« — i) . . . (wj—mj-l) 
1 . 2 . 3 . . . i'i 
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Die durch die Gleichung (11.) definirten Formen mögen die von f abgeleilelen 
heissen. Ihre Anzahl beträgt a; die erste derselben, f", ist ofTenbar mit der 
Form f identisch. 

Die Formet (9.) nimmt nunmehr die Gestalt an: 

(12.) ^-^n',.,...,.^,,,. = nz^'^i'-'^r...,.^..). 

wenn nnter /"i^r'' die halbe Ableitung der Form 

nach der Unbestimmten ^'"^J^k^-^-t-k:.. verstanden wird. 

Eben, wie zur Form f, so geh&ren auch zu ihrer Adjungirten n ab- 
geleitete Formen; bezeichnet D die Determinante der Grössen A^y sodass nach 
bekanntem Satze 

(13.) • <"'>D,,t_,,„.. = Z>"'-"-*"''i>;^^^_, 
so können jene Formen durch 

D"'-'.F^"'-'^ 
ausgedrückt werden, wenn 

gesetzt wird. 

2. Nun sei 

(15.) X, = o,,y,+an?i + -"+«.»ff, 
(für 1 = 1, 3, ...«) 
eine eigentliche Transrormation der Form f in sieb selbst and 

(16.) y^ = Jl,;j;i4-^,Xj-} hKi""., 

(für i=1, 2, ... n) 
die Auflösung dieser Gleichungen. Dann ist 

(17.) Xt = «.,y,+«j<yi+-+«^n 

(für 1=1, 2, ... n) 

eine eigentliche Transformation der Adjungirten F in sich selbst, und es be~ 
stehen folglich sicischen den Coefficienten der Formen und den Substttutions- 
coefftciertten nachstehende Relationen: 

(18.) a,, = ö« /;,+ «,* /•.+ ■■•+«^ U^ 
(19.) Ao. = o,,F„+o«F„+...+Ofc,|! 
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wobei, wie auch im Folgenden, zur Abkärzong 

(20.) A(«n-)=A., F,(cr^) = F« 
fesetzt ist. 

Da den Formeln (18.) zordge 



Oll 


Öi2 • . 


. «U 


<hi 


«22 • • 


• «2» 




ö»2 • 





fn 


fn 


• • • fn\ 




«11 


Ctj2 • • • 


«U 


fn 

• • 


• • 


• • • / »2 

• • • • 


• 


• • 


CC22 • • • 


«2n 


A. 


A. 


• • • / JW« 




a.i 


^•2 • • • 


««, 



gefunden wird, so ergiebt die Anwendung der Formel (8.) Tolgende Gleichung: 

WO die Summation sich auf die Combinationen q, a, r^ . . . bezieht, und 
welcher man mil Beachtung der Formel (12.) die Gestalt 



ertheilen kann. Die Vergleichung dieser Formel mit der Gleichung (18.) lehrt 
offenbar, dass die Form /^"*~*\'lr^_} dwrch die Substitution ^ 



^rte^ 



= ^^'^^J -r 



in sich selbst tramsformirt wird. 

Genau auf demselben Wege ergiebt sich der Satz, dass die Form 
F^'^^'i^rtJ dmrch die Substitutiom 



>r»*» 






IM sich selbst übergeht^ sowie die diesen Umstand bezeichnende Gleichung 

Kun beieichne ^ die Determinante der Gleichungen (IB.), sodass mit Rück- 
stioht darauf, dass J ~ 1 vorausgesetzt worden, 

i$l NYlrd hiernach die vorige Gleichung mit ^"*^v.,^^,,.^.. mulliplicirt und 
ttbor alh* Combinationen h\ f, *', . • . summirt, so findet sich, da 

dt^n NYt^rth Kiu» oder r^uU hat« jenachdem die Combinationen qot... und 
HP^.ss idonti^ch oder von einander verschieden sind, die interessante Beziehung 

Amt lAr «Af^r /o/y* /WcA* eine andere, trelche zu unserem Zwecke in noch 
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näherer Beziehung steht. Durch Multiplication mit 

(m)n 

nämlich, und indem man aber alle Combinationen hik... sowohl, als uf>w... 
summirt, geht die Gleichung 

hervor. Wird nun auf der linken Seite mit der Summation nach hik...^ auf 
der rechten mit der Summation nach uew... begonnen, so nimmt die Glei- 
chung mit Rücksicht auf den Werth der Summe 

ntk,.. 

welcher D oder Null ist, jenachdem die Combinationen uvw... und rst... 
identisch oder von einander verschieden sind, folgende Gestalt an: 

Diese Gleichung, welche eine eigenthümliche Eigenschaft der Trans- 
formationen einer quadratischen Form in sich selbst ausspricht, ist unter einer 
anderen Gestalt und auf anderem Wege bereits von Herrn Cayley (s. dieses 
Journal Bd. 50, pag. 291) gegeben worden; unsere Herleitung derselben aus 
den Transformationsrelalionen dürfte jedoch die naturgemassere sein. 

3. Von diesen allgemeinen Betrachtungen wollen wir uns nunmehr 
zu den ternären quadratischen Formen [n = 3) wenden, zu dem Zwecke, die 
Transformationen derselben in sich selbst direct aus den Formeln (18.) und 
(19.) zu entwickeln. 

Für diesen Fall nehmen die Formeln (24.) und (25.)? wenn m=l 
angenommen wird, folgende Gestalt an: 

(26.) F,{lri) = F,(a^), 

(27.) ^11 + ^2 + ^33 = «II + «22+ «33- 

Auch findet man, wenn man sich der Relationen (4.) erinnert, ohne Mähe die 
Gleichung 

(28.) fuFu+fiiFii+f^iF^i = l>(«i;«a + «2i«.2 + «3iaa). 

Dies vorausgeschickt, bilden wir aus den Gleichungen (19.) den Formein (4.) 
gemäss auf drei verschiedene Arten die Discriminante D und finden 



« 



D = Ä,,a,,+ Aaaa^ A^a,^ = faFu+fnPu+UF^,, 

(für 1=1, 2, 3) 
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drei Gleichungen, deren Summe wir folgendermaassen schreiben können: 

!3i? = Al^ll+/2l^2l+/31^31 
+ /l2 ^12 + /22 ^22 + fj7 ^$2 
+ /|3 ^13 + fli fli + fzz Pzi 

— (^23~''*^32) (/23— /32) ~(^3l — -'^is) (Al — A3) — (^12 — 'P2l)(/l2--/2l)- 

Die additiven Glieder zur Rechten dieser Gleichung haben nach (28.) zur 
Summe den Werth 

i?[(«ll+«22 + a33)' — 2(i„ + ^22 + ^33)]9 

für welchen wegen Gleichung (27.) auch 
geschrieben werden kann, wenn man 

(30.) «11 + «22 + Cf33 — 1 = ^,1 + ^22 + ^-33— 1 =2« 

setzt. Fährt man ferner durch die Gleichungen 

(31.) F„-F32 = 2Z)«i,, F3i-F,3 = 2Dfi2, Fr.-F,, = 2Du, 
drei Grössen «ii, ti2, ^ ein, so findet sich leicht 

i2(-4aMi + -4i2«l2 + ^i3tt3) = fyi — h^ 
2(-42i«li+^22W2 + ^23W3) = h" Ux^ 
2 (^31 «1 + -432^2 + -433113) = fii—fil^ 

also für die Summe der in Gleichung (29.) zu subtrahirenden Glieder der Werth 

-4D.F(wi,«i2,«^3), 
sodass diese Gleichung nach Division mit 4D die Gestalt 

(33.) e-^F{u,,u,,n,) = 1 

annimmt und den Satz lehrt: 

Jede eigentliche Transformation der temären Form f in sich selbst 
liefert vermittelst der Formeln (30.) und (31.) eine bestimmte Auflösung der 
Gleichung (33). 

4. Versuchen wir nun, die Transformation (15.) durch die Grössen 
t, Ui^ U2^ Ui auszudrücken. 

Nach (26.) ist 

F3a.3-«3r) •= 0, 

und nach derselben Formel nehmen die beiden ersten Gleichungen (31.) die 
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Gestalt 

an; werden die letzten drei Gleichungen mit aji, 021, an resp. multiplicirt und 
darauf addirt, so schliesst man leicht die erste, und ähnlicherweise die äbrigeo 
der drei folgenden Gleichungen: 

!2(aiiM2 — Ö21M1) = ^13 — «319 
2(ai2«i2— 022^1) = ^23— «329 
2(öj3tt2 — Ö23W1) = ^3"" «339 

welche, einmal mit Xi^ x^^ x^^ das andere Mal mit y^^ ^29 ^3 multiplicirt und 
dann jedesmal addirt, mit Räcksicht auf (15.) und (16.) die folgenden: 

2«2/i(a:) — 2wi/2(a:) = ^3— («31 a?i + «320^2+ «330^3), 

2w2/i(y)— 2fii/2(y) = {Kzyx+^zy2+hzyz)—x^ 

und durch ihre Addition sehr leicht die dritte der nachstehenden Gleichungen 
ergeben, von denen die beiden ersten auf analoge Weise entstehen: 

|(/+l)yi-««3A(ff)+w2A(y) = {t+\)x,+fhf2{x)-thf^{x\ 
(35.) (/+l)!f2-«*i/3(y)+«^3A(y) = {t+\)x^+uj,{x)-u,f,{x), 

[{t+i)yi'-U2fi{y) + uj2(y) = it+i)Xi+fhfi{x)-uj2{x). 

Beschränken wir uns zuerst auf diejenigen Transformationen, bei 
welchen die Gleichung 

«11 + «22 + «33+1 = 

nicht stattfindet, so können diese durch Auflösung der Gleichungen (35.) be- 
stimmt werden. Um zu den Hermiteschen Formeln zu gelangen, wollen wir, 
was für diesen Fall erlaubt ist, 

(36.) / +1 = 2p^, W| = 2/1 ^1 , w> = 2/1^2 9 Ui = 2p q^ 

setzen, sodass wegen (33.) p^ ^1, q^^ q^ vier Grössen sind, welche der 
Gleichung 

(37.) p' + F{q,,q,,q,) = 1 

genügen, und vollständig bestimmt sind, wenn wir etwa p mit positivem Vor- 
zeichen wählen. Dann findet man folgende Transformationen: 

Journal für Mathematik Bd. LXXVI. Heft 4. 43 



338 Bachmann, Untersuchungen über quadratisiAe Formen. 

(38.) Ixi = (2p' -1)^2 +p^3 -^ -f^i-^ 4--^ (9,^1+92^2+ 5^3 y 3), 

Nun reprSsentiren aber auch umgekehrt die Gleichungeu (35.) in unentwickelter, 
die Gleichungen (38.) in entwickelter Form für jede Auflösung der Gleichunig' 
(33.), für welche t+i von Null verschieden, eine eigentliche TransformafiiM 
der Form f in sich selbst. Dies folgt einerseits daraus , dass dann in den 
Gleichungen (35.), wie leicht zu übersehen ist, die linearen Ausdrücke zur 
Rechten dieselbe, von Null verschiedene, Determinante— nämlich 2 (/+!)' — 
haben, wie diejenigen zur Linken, also die Determinante der linearen Glei- 
chungen (38.) gleich Eins ist, andererseits daraus, dass diese Gleichungen, mit 

n{^)+fi(y\ A(a^)+A(»), f.{x)+r,(y) 

resp. multiplicirt und dann addirt, die Gleichheit 

('+1)-A^i9^»^3) = ('+1)-A(ynjr2,»3) 

ergeben. Aus diesen Betrachtungen schliesst man folgenden Satz: 

Die Formelm (38.) liefern alle etgentUchen Transformationen der Form 

f in sich selbst eon der angegebenen Art, und jede ein Mal, wenn darin für 

fy 9i9 ^2 9 93 ^^ möglichen der Gleichung (37.) genügenden Werthsysleme 

gesetzt werden, deren p positives Vorzeichen hat. 

5. Die flbrigen Transformationen, bei welchen 

(39.) an + «,, + «33+t = ^11+^22+^33 + 1 = 

ist. sind nun genau diejenigen, welche sich der ffermf'/eschen Methode es(- 
ziehen. Gleichwohl kann gezeigt werden, d€iss auch sie sämmtUck ams dem 
Formeln (38.) arhalten werden, indem man für p, 91, 929 q^ diejemgem Lo- 
sungen der Gleichung (37.) substituirl, bei welchen p = ist. 

Um diesen Beweis zu fuhren, bemerke ich zuerst, dass für solche 
Lösungen die Gleichungen (38.) die Gestalt annehmen: 

a?! = -9i+ß^(.qi9i+q2yt+qi!fi\ 

(40.) {Xi = —9i+-^-\qtyi + q292-rqs!li\ 

8F 
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Gleichungen, welche die Determinante Eins haben und, wie leicht zu sehen, 
eine Transformation der Form f in sich selbst repräsentiren, während 

ist. Daher bedarf es nur noch de^ Nachweises, dass ausser den Transfor- 
mationen (40.) weiter keine existiren. Dieser Nachweis ist nun ein wenig 
umständlich zu fähren. 

Gesetzt, die Gleichungen (15.) stellen eine der gesucj^en Transfor- 
mationen dar, so führen die Formeln (34.), mit 0(13, o^a, ^33 multiplicirt und 
addirt, wegen (39.) leicht zur folgenden: 

2(/i3«W2 — /2Z-^U = ^33 — ^331 

welche, mit der letzten derselben verglichen, 

% (41.) (ön + An)«^ = (ö23+/23)««i 

ergiebt. Zu dieser Relation kommen aber auf ganz ähnlichem Wege noch die 
folgenden hinzu: 

(öi2 + A2)«'2 = (ö22+/i2)«^l9 

(öu+Ai)«^ = (»2i+Ai)«n 

(Ö21+/2l)«3 = (Ö31 + /3l)«l2, 

r4n /(^22+/22)«3 = (Ö32+/'32)W2, 

(0234-/23)^3 = (ö33 + /i3)«2, 

(ö31 + /3l)Wl = (Ou + /i,)tt39 

(Ö32 4-/32)^1 = {Oi2 + fl2)ti3'i 

(ö33+/33)Wi = (öi3 + /,3)«^3. 

Hier sind nun zwei Fälle denkbar. 

Entweder sind die Grössen »1, Ui^ n^ nicht sämmtlich gleich Null. 
Dann kann man, wie leicht einzusehen, den vorigen Relationen gemäss 

(42.) |ai2+/;2 = 2Z)iii»2, a22+/22 = 2Dfi2Ä2, Ö32 4-/32 = 2D «3^2, 
' Ö134-/I3 = 2Z)f/i«3, 0234-/23 = 2Z)w2»3, 0334-/33 = 2Dw3a3 

setzen. Aus der ersten Reihe dieser Gleichungen findet man durch Multipli- 
cation mit An^ ^219 ^31 und darauffolgende Addition die erste, und ähnlicher- 
weise die übrigen Gleichungen des Systems: 

43» 
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, , dF SF BF 


(43.) 


BF , , BF BF 
""-"'■■ST,' !+«» = »■• -5^' «» = »>-ä^. 




BF BF , . BF 


also 






4i).j;n»>, «.>«,) = 2 («„+/„). 


woraus wegeil.{33.) 




«„+A, = 3i)«,s, = 0, 


d.h. 






ii,s, =0 und ähnlich ii,s, = 0, ii,a, = 


hervorgehl. 




Sbd Dun 


«,, u,, «3 alle drei von Null verschieden, so mnsss,=Sj=S]=0 


sein; in diesem 


Falle würde «her nach den Formeln (43.) die Transformalion 



/-I, 0, 0. 

(44.) ( 0, -1, ) 

V 0, 0,-1/ 



hervorgehen, deren Delermmante Dicht +1 isl, d. h. diesem Falle entspricht 
keine eigentliche Transformation. 

Wflre aber äne der Grössen »i, tf,, »j, etwa », gleich Null, so folgte 
s,=Z3=0, also den Relationen (42.) gemäss fji=fi3 und dann aus der ersten 

der Gleichungen (32.) -3— = 0, in Folge wovon die sich aus (43.) ergebende 
Transformation * 

-1, 0, 



V|^, 0,-1/ 




'du/ 
die DeterminaDle —1, nicht +1 hfitte. 

Wenn swei der Grössen »1, «j, tfi, etwa «i and », gleich Null wiren, 
so folgte Sj=0 und ans Gleichung (33.) .^u=0; f^ner aus den Gleichnngen 
(32.) nnd (42.) 

fn-r^ = -2A,^m, = 2/)«,. 8., 
also 

AaS,-\-A^9, = 0; 
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daher erhält auch in diesem Falle die sich aus (43.) ergebende Transformation 

— l + 2y4i3«l«3') 2-^13 «2 «3 9 

2A23SSlfh'i — l + 2-423Ä2«3 

0, 0, 

die Determinante —1, nicht +1. 

Oder fii, tf2, ti3 sind sämmtlich gleich Null. In diesem Falle ist 

-''23 = ^32 9 ^31^= ^Wi ^Vl — ^^21 9 

woraus sich leicht die Richtigkeit folgender Gleichungen: 

(öll+/il) («22 4-/22) = (ö21 + ^l)(öi2 + A2)9 

(«22 +A2)(ö33 4-/33) = (ö23 + /23)(ö32+/32), 

(033 + /33)(ail+/il) = (a31 + Al)(öi3 + /i3), 

(»Il4-Al)(ö32 + A2) = (ö31+/3l)(öl2 + A2), 

(«22 4-/22) (öl3 + /i3) = (0^124-^2) («2347/23)9 

(«334-/33) (»214-/21) = («23 4- A3) (Ö3I 4-/31) 

ergiebt. Da ihnen zufolge die Grössen 

Ö2i4-/2i = «12 4-/12 und Ö3i4-/3i = öi3 4-/j3 löit aii4-/u, 

Ö32 4-/32 = Ö23-f /23 UUd ai2 4-/l2 = Ö2l4-/21 Dlit 022-1-/229 

«13 4- /i3 = «31 4- /31 und 023 4- /23 = «32 4- /32 mit O33 4-/33 
gleichzeitig verschwinden, lehren sie die Möglichkeit, in dem Falle, wo eine 
der Grössen On 4-/119 «224-/229 «33 4"/33 von Null verschieden ist, 

«a4-/ii = 2D^J, O214-/21 = 2D^29i9 «31 4-/31 = 2D^3^i9 
«12+/12 = 21)9,929 «22-f /22 = 2D929 «324-/32 = 22)93929 

«134- /l3 = 21)9,93, O234-/23 = 2D92939 «334-/33 = 21)9^ 

zu setzen, Gleichungen, aus denen man ohne Mähe 

und 

. . ÖF dF BF 

«ii = -l4-9i-ä^. «12= q^-Q^, «13= 93 ö^. 

BF __ 1 , öF _ BF 

^''"" ^*ö^^ «22 --14-92^. «23- 93-^9 

BF BF . , BF 

d. i. die Transformationen (40.) erschliesst. Im anderen Falle erhält man die 
Transformation (44.), welche nicht zu den gesuchten gehört. 
Hiermit ist der verlangte Nachweis geliefert. — 

Breslau, im März 1873. 
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Extrait d'une lettre de Mr. Ch. Hermite h 
Mr. Borchardt 



Je ne me basarderai point ä la rechercbe d'une demonsfratioD 

de la traDScendance da nombre n. Quo d'aatres tenlent Tenlreprise, duI ne 
sera plus beureux que moi de leur sacces, mais croyez-m^en, mon eher ami, 
il ne laissera pas qoe de lenr en coAter quelques efforts. Tout ce que je puis, 
c'est de reraire ce qn^a dejÄ fait Lambert, seulement d'une antra maniere, 
au moyeD de celle egalile: 

A, = Usiax ■{■ Veosx = -^-^ — s"/ (1— a*)'cosj:jrfs, 

oü A„ U et V desigueot les raömes quantiies que dans ma lettre ä Kr. Gordan. 
VoQS savex que ü est un poIynöme entier et ä coefGcients entiers en x^ da 

degrö -Ä- oa "" selon que n est pair on impair; il en resolte dans le 

Premier cas par ezemple, que pour x = -^, en supposant que -j- seit nne 

fractioD — , on aura 
a * 

oü N est enlier, et la relalion proposee donne 



-/ (,1— s ) cos-g-rfs 



2.4...2II , 



" = 2A...2. J ^«-O-cos-j-*. 



Or OD inel immediatement nne impossibilite en eridence. puisque le second 
membre dcTienl sans ponvoir jamais s'annoler, plus pelil que tonle qoantile 
donnee quand m augmente, le premier elani un nombre enlier. 

Voici nne aatre consequence de Texpression de A^ par nne iategrale 
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definie; on en tire aisement sous forme d'integrales doubles, les quanütes: 

u 

en employant les formules elementaires 

f'dxßf{x)dx ^f\x^i) f{ss)dz = x^f\\-X)f{Xx)dX, 

U ü 

r Axf dxf f(x)dx ^f'^^^Y^ri!^)^^ = ■^f\^-^rf{i-x)di., 

U ü ü * * ü 

et il vient ainsi 

s t\ fi 



u u 



Mais sous un point de vue plas general, supposons les i polynömes: 
4^,„(a:), ^n{^\ • • • *r(^) des degres m^ n^ . .. r determines de maniere que 
le developpement suivant les puissances croissantes de la variable de la fonction 

commence au terrae du degre le plus eleve possible, en /n^+'«+-+'^+^\ En 
multipliant par une nouvelle exponentielle, 6^^% et formant la suite des quantites 

A(^)=y*W(^)rf^. fi{x)=f'f,{x)dx, . . . f,^i{x)=y^yxx)dx 



ii est clair que la derniere sera de la forme soivante: 

oü V„X^\ ^n{^\ • • • ^»{^) seront des polynömes entiers des degres m, 
n, ... 8, et que son developpement commencera par un terrae de degre 
!»+» + •• •+« + «• On en conclut aisement que si Ton pose 

A = (a-/9)ÄiÄ2...A,+ (/?-y)A2^...A,+ (7-(y)Ä3^4...^. + - + co^i 
on aura la relation 







oü 0,»(aj), On{^\ ••• &»{x) sont des pölynöraes entiers des degres m, w, ... s; 
c^est donc au moyen d'une integrale multiple la definition du systerae des 



\ 
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polynömes entiers de deg^s donnes, qui donnent la plus grande apprdximatioii 

de la fonction lineaire composee avec les exponenüelles e^y e^y — e^. 

Dans le courant de ces recherches voici une question arithmetiqae 

qui m'a beaucoup preoccape. En considerant pour one valeur entiere de x 

la fraclion continue 

e'—i _ X 



• 6-r. 

ne doit-il pas e3dster quelqae caractere special, a Tegard de la fraction con- 
tinae ordinaire eqnivalente dans laqaelle les namerateors des fractioDS inte- 
grantes soDt riinite? J^avais presooe qu*ao moins de distance en distance« 
les qnotients incomplels iraient en grandissanU el c^est ce qoi se tronve jodqo'a 
an certain poini confinne, par le resnilat soiTanl qne je dois ä TobÜgeance 
de Mr. Forettier. Soil x = 3 et faisons 

e'-l _ t 



1 



la soite des aonbres enliers g, q. q". ... est 

1.ai,16.2.1, 1.2.4,1.2,11,2.1.2.36.1.S.4,17.9.1.1.1.1.1.2.3.90.... 

Xalhearenseinent les calcnls sont si longs el ä penibles qii*on ne peol esperer 
trottTer qudqne loi par la Toie de Tindnclion. 

Rochefort snr ner 31. aonl 1S73. 
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Zur Theorie der Transformation algebraischer 

Functionen. 

(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 



Jtfesteht zwischen zwei Veränderlichen s, z eine irredactible alge- 
braische Gleichung, welche in Bezug auf s vom Grade n^ in Bezug auf ^5 
vom Grade m ist: 



m 



F{s, ä) = 0, 

so wird der Verlauf der Function s durch eine die J5-Ebene allenthalben n-fach 
bedeckende /{fefftaisissche Fläche T dargestellt. Ist die Ordnung des Zu- 
sammenhangs dieser Fläche 2p +\^ die Anzahl der einfachen Verzweigungs- 
punkte Wy wobei ein Verzwei^ungspunkt höherer Ordnung als eine Anhäufung 
von mehreren einfachen Verzweigungspunkten betrachtet wird, so besteht nach 
Riemann die Relation: 

p = \u> — n+\. 
Die Zahl p heisst nach Clebsch das Geschlecht der Gleichung F = 0. 
Es sei nun 

irgend eine rationale Function von s und z, welche in Ui Punkten der Fläche T 
unendlich gross von der ersten Ordnung wird, und daher jeden beliebigen 
Werth in Ui Punkten dieser Fläche annimmt. 

Durch Vermittlung dieser Function wird die Fläche T in den kleinsten 
Theilen ähnlich auf eine andere Fläche T^ abgebildet, welche die j^i-Ebene 
überall »i-fach bedeckt, so dass jedem Punkt von T ein Punkt von Ti ent- 
spricht und umgekehrt. Es ist sonach der Zusammenhang der Fläche Ti eben- 
falls von der Ordnung 2p +i wie der von Ty und jede eindeutige Function, 
des Ortes in T ist eine ebensolche Function in T^, welche an entsprechenden 
Stellen die gleichen Unstetigkeiten besitzt. 

Ist nun 

eine zweite rationale Function von s und Zy die in mi Punkten von T un- 
endlich von der ersten Ordnung wird, so ist sie auch eindeutig in Ti bestimmt 
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und ist, abgesehen von den mi Punkten, in denen sie unendlich wird, in Ti 
stetig, woraus folgt, dass zwischen Si und Zi eine algebraische Gleichung besteht: 

in welcher Fi eine ganze Potenz einer nicht in rationale Factoren zerfallbaren 
Function <P{si^Zi) ist. Es sei demnach: 

Fiis,,zi) = {<P{si,zOy, 
so dass: 

Die Potenz l ist im Allgemeinen, d. h. wenn aber die Lage der Un- 
stetigkeitspunkte der Function s^ nicht besondere Voraussetzungen gemacht 
werden, die erste. Sie ist jedenfalls dann die erste, wenn die Unstetigkeits- 
punkte von Si in T nicht gruppenweise in solche Punkte fallen, in denen Zt 
denselben Werth hat. 

In diesem Fall können alle in T] eindeutig bestimmten Functionen, die 
abgesehen von einzelnen Punkten, in denen sie unendlich von endlicher Ord- 
nung werden, stetig bleiben, also auch s und z rational durch «j, Zi ausge- 
drückt werden. Die Substitution 

durch welche die Gleichung F(ä, ä) = in («, z) = transformirt wird, heisst 
in diesem Fall umkehrbar und die Transformation eindeutig. 

Aus der gleich hohen Ordnung des Zusammenhangs der Flächen T 
und Tx folgt der Riemannsche Satz : 

Zwei durch eindeutige Transformation aus einander entstandene alge-- 
braische Gleichungen haben dasselbe Geschlecht, 

Es soll jetzt die Umkehrung dieses Satzes bewiesen werden, nämlich : 

Führt die Elimination eon s, z aus den drei Gleichungen 



n m 



F{s, ä) = 0, zi^(p{s, z\ Si=y; {s, z) 
auf eine irreductible Gleichung 

4>{l,,z,) = 

fDom selben Geschlecht wie F=0, so ist die Substitution umkehrbar y d. h. es 
können s und z rational durch Si und Zi ausgedrückt werden, vorausgesetzt 
dass die Ordnung des Geschlechts grösser als 1 ist. 
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Es hat sich gezeigt, dass nur dann s und z nicht rational durch Si^ s^ 
ausdrückbar sind, wenn die oben eingeführte Zahl 1^1 ist. In diesem Fall 
wird die wahre Verzweigungsart der Function Si nicht durch die Fläche Ti 
dargestellt, sondern durch eine andere Fläche T^ welche die js^-Ebene überall 

nur >^ = -~-fach bedeckt, und in welcher die Fläche T^ überall Ä-fach aus- 
gebreitet ist. 

Es sei jetzt ivi die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte in Tj, 
w' die entsprechende Zahl für die Fläche T und 2p'+i die Ordnung des 
Zusammenhangs der letzteren. Dann ist: 

p = ^w'—y +1. 

Nun besteht aber zwischen den beiden Zahlen tr^ und w' eine gewisse Be- 
ziehung. Ueberall da nämlich, wo die Fläche T eiqen einfachen Verzweigungs- 
punkt besitzt, finden sich in T| l einfache Verzweigungspunkte, von denen 
keiner aufgehoben werden kann. Der Beweis hierfür ergiebt sich aus fol- 
gender Betrachtung: 

Es mögen einem beliebigen Werthsystem (ai,«l) die Werthe der Function s: 



Ä^"'^, «^"'>, . . . s^''^^ 



entsprechen. Dem in einem anderen Blatt der Fläche T an derselben Stelle 
stattfindenden Werthsystem (ai, s'i) mögen die Werthe 

gißt) gW ^ , , gißx) 

entsprechen. Hängen nun in einem Verzweigungspunkt 5 die beiden Blätter 
s'i und s'i mit einander zusammen, so lässt sich die Function s^ auf einem 
geschlossenen Wege, der den Verzweigungspunkt 5, aber keinen anderen ein- 
schliesst, in der Weise stetig fortführen, dass man von dem Werthsystem 
(j5i,«i) zu dem Werthsystem («i,»'/) gelangt. Dadurch geht aber die Werth- 
reihe s^'''\ 8^"'\ . . . s^"^^ über in die Werthreihe s^''^'\ 8^'\ . . . 8^^^\ so dass 
jeder Werth der einen Reihe in einen bestimmten Werth der anderen über- 
geführt wird. Daraus folgt, dass je eines der X Blätter der Fläche T^, die 
über dem Punkt (ai,«l) der Fläche T liegen, in dem Verzweigungspunkt ^ 
mit einem der l Blätter, die in {z[^8i) liegen, zusammenhängen muss, und 
dass demnach die Fläche T^ in j ^ einfache Verzweigungspunkte besitzt. 

Ausserdem kann Ti noch eine gewisse Anzahl w" andere einfache 
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Verzweigangspunkte haben, denen keine solche in T entsprechen. Demnach ist: 

und es ergiebt sich: 

Soll nun p'==p sein, so folgt aus dieser Relation: 

W = {l-iKi-p). 

Da l positiv ist, und w" seiner Natur nach gleichfalls ^0 sein muss, so 
kann diese Relation nur dann bestehen, wenn entweder A = 1 , also die an- 
genommene Substitution umkehrbar ist, oder wennp=0 oder =1 ist, wodurch 
der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Für j9 = 1 ist fo" = 0, und l kann jeden beliebigen ganzzahligen po- 
sitiven Werth haben. Die Substitution wird in diesem Fall nicht mehr all- 
gemein umkehrbar sein. In der That ist die Aufgabe, für ein gegebenes X 
alle rationalen Substitutionen Zi = q>{s,z)^ Si = \p{8,&) zu finden, nichts An- 
deres als das «/acoötsche Transformationsproblera der elliptischen Functionen. 
Die angestellte Betrachtung zeigt also zugleich, dass ein Transformations- 
problem in diesem Sinne fär die ^66/schen Functionen nicht existirt. Für 
jti = wird fr" = 2(Ä— 1), eine Gleichung, die für beliebige Werthe von X 
bestehen kann. In diesem Fall sind die Beispiele für die nicht umkehrbaren 
Substitutionen trivial. Besteht nämlich zwischen s und z eine lineare Glei- 
chung und setzen wir beispielsweise 

so besteht zwischen Si und Zi gleichfalls eine lineare Gleichung, und trotzdem 
ist nicht z und s rational durch Zi und s^ ausdrOckbar. 

Zürich, im Juni 1873. 
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